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Forord

“The adolescent who has mastered algebraic concepts has gained a vantage
point from which he sees concepts of arithmetic in a broader perspective”

(Vygotskij, 1934/1986, s. 202)

Naér jag skulle skriva dessa forord fick jag radet att vara personlig, men inte
for personlig och att infor skrivandet fundera Gver hur och varfor denna av-
handling kommit till. Nér jag tédnkte i dessa banor insdg jag att min resa till
denna slutprodukt hade borjat redan i mina tidiga skolar, 4ven om jag da
saklart var helt omedveten om detta. Delar av det som jag beskriver i denna
avhandling fick jag uppleva i skolmatematiken nér jag gick i 1dg- och mellan-
stadiet och det har garanterat praglat min syn pa matematik och undervisning.
Detta innefattar mdojligheten att sjalv fa upptacka matematiken och se hur det
som verkar vara olika matematiska innehall knyts samman till en helhet. Det
handlar om ett algebraiskt tinkande, 4ven om det inte sker med ett formellt
algebraiskt symbolsprak. Med risk for att mitt férord blir lite vl langt och att
jag ar nagot for personlig och detaljerad kidnner jag dnda att jag behover be-
ritta om allt detta.

De ord jag inledde detta forord med skrevs redan 1934 av Lev Vygotskij
och visar att se aritmetik och algebra som starkt sammanflédtade inte ar nytt.
Jag tillhérde den grupp av elever som aldrig hade problem med matematiken
i skolan och nér jag ser tillbaka pa min skoltid var det just en forméga att se
aritmetiken 1 ett bredare perspektiv som underléttade for mig i mina matema-
tikstudier, savil i grundskola, gymnasium som vid universitetet. Det dr dock
forst vid skrivandet av avhandlingen som denna koppling blivit helt klar for
mig och inget som jag har tidigare explicit kunnat beskriva, varken som elev,
student eller senare som ldrare. Kopplingen mellan aritmetik och algebra har
dnda hela tiden funnits dar for mig som ett sétt att angripa och beskriva mate-
matiken, men utan nagon storre reflektion runt detta. Den férdjupning av min
forstéelse for dessa matematiska sammanhang, som skrivandet av avhand-
lingen har medfort, har bade gett mig sjilv en férdjupad kunskap om algebra
som generalisering av aritmetik och en mdojlighet till att formedla detta i en
svensk text. Det sistnimnda ar nagot jag ser ett verkligt behov av och min
forhoppning ar att avhandlingen ska kunna ge larare inspiration till hur elever
kan stdttas i sin process att forstd matematiken mer pa djupet och dirigenom
fa uppleva det som matematiker bendmner som matematikens skonhet.



Vigen till denna slutprodukt har absolut inte varit rak, det dr nog till och
med sé att beskriva den som lang och krokig ar en underdrift. Manga personer
har paverkat mig under hela denna process, som alltsa egentligen pabdrjades
redan nér jag var ett litet barn. Som elev hade jag flera larare jag sag upp till,
framfor allt mina ldrare 1 1ag- och mellanstadiet. Troligtvis var detta anled-
ningen till att det tidigt vicktes en tanke hos mig om att jag skulle bli l4rare.
Tack Margit Cassel och Eva-Lena Hardell {or att ni 14t mig héllas med mate-
matiken och verkligen utvecklas i min egen takt. Ni har troligtvis betytt mer
for min matematiska utveckling 4n vad ni dr medvetna om. Aven min barn-
domskamrat Patrik Nésfors bidrog till att mitt matematikintresse holls vid liv
och utvecklades vid denna tid. Jag vet inte hur manga ganger som vi satt och
spelade olika matematiska spel och riknade tillsammans, dven om vi saklart
ocksé gjorde en massa andra roliga saker. I ljuset av min avhandling &r detta
exempel pa hur otroligt viktiga de tidigaste skolaren ar och jag dr darfor extra
glad over att jag i och med denna avhandling kan bidra med kunskap om ma-
tematik i tidiga skolar.

Senare 1 gymnasiet lockade matematiken alldeles fér mycket sa jag dvergav
tillfalligt mina planer pé att bli ldrare for att istéllet studera matematik. Av-
handlingen hade séklart aldrig blivit av om jag som 19-aring inte hade flyttat
till Uppsala for matematikstudier. Har vill jag tacka mina foraldrar Erik, som
tyvérr inte finns med oss ldngre, och Agneta. Jag kommer fortfarande ihag att
ni halvt pa skdmt och halvt allvarligt sa att det inte spelar ndgon roll vad jag
véljer for gymnasieprogram men “se till att vdlja ndgot sd du kan komma hér-
ifrdn”. Vilket jag alltsa gjorde. Utan er uppmuntran hade jag kanske varit kvar
i min lilla hemby och denna avhandling hade d& aldrig blivit av.

Matematikstudierna ledde dven fram till att en forsta tanke om att disputera
1 matematik uppstod och tre ar med forskarstudier inriktat pa dubblade éttadi-
mensionella reella divsionsalgebror foljde. Det var tre fantastiska ar dér jag
verkligen fick djupdyka i algebrans vérld. Tack till min ddvarande handledare
Ernst Dieterich, som verkligen trodde p&d mig och var den som fick mig att
soka en doktorandtjdnst. Tack dven till Karl-Heinz Fieseler som tillsammans
med Ernst gav mig denna forsta inblick i vad det innebér att vara forskare.
Under hela den hér tiden fanns dnd4 drommen om lararyrket kvar och efter
avklarat forsvar av licentiatavhandlingen avbrét jag mina doktorandstudier i
matematik for att ldsa in en ldrarexamen. Efter ett antal ar som yrkesverksam
larare fick jag sedan chansen att undervisa blivande ldrare vid Institutionen for
pedagogik, didaktik och utbildningsstudier (EDU) vid Uppsala universitet.

Helt plotsligt hade det gatt 10 &r sedan licentiatexamen och under alla dessa
ar hade jag inte tinkt tanken p4 att jag skulle vilja disputera ndr en mojlighet
till att bli doktorand igen uppkommer. Genom ett projekt under ledning av
min bitrddande handledare Kirsti Hemmi samt genom EDUs satsning pa ma-
tematikdidaktik, under ledning av prefekt Henrik Edgren, 16ses finansieringen
for mina doktorandstudier och helt plotsligt 4r jag delvis student igen. Tack



till er bada for att jag fatt denna mojlighet. Ett extra stort tack till min huvud-
handledare Kajsa Brating som har styrt upp mitt arbete nir jag borjat hamna
pa villospar, varit ett stort stod, engagerad i mitt arbete och i slutfasen av detta
skrivande verkligen styrt mig framat mot mallinjen. De manga givande syn-
punkter och rad du och Kirsti kommit med under dessa ar och all den tid ni
har lagt ner pa detta har varit ovarderligt for mig.

Arbetet med denna avhandling hade inte heller varit majligt att genomfora
utan stodet fran min familj. Mina barn, Anton och Oscar, 4&ven om pappa inte
alltid har haft energi kvar efter langa stunders skrivande sa ger ni mig mycket
glddje och en majlighet for mig att koppla av. Att bara vara med er och inte
bry mig om nagot annat har varit en vilbehovlig paus fran jobbet. Jag lovar
att spendera mer tid med er 4n vad jag kunnat gora den senaste tiden. Min fru,
Agnieszka, som jag ibland inte forstar hur du har statt ut med att jag jobbar
och trénar, jobbar och trinar, och aterigen jobbar och tranar. Att jag har fatt ta
den tid jag behdver med trdningen for att orka med arbetet har varit ovarder-
ligt.

Sist men inte minst vill jag tacka alla mina kollegor bade vid EDU och
inom nitverket Nordic Network for Algebra Learning (N*Al). Ni som har del-
tagit i ndtverket har lyssnat pad mina idéer och gett véirdefull terkoppling som
har paverkat slutresultatet i en positiv riktning. Ett extra tack till ldsgruppen
som kom med givande synpunkter infor slutskrivningen av avhandlingen. Jag
vill dven tacka alla doktorander héar vid EDU som jag har pratat med om av-
handlingsrelaterade &mnen, men dven alla andra (o)mdjliga dmnen, over en
kopp kaffe. Jag borde egentligen inte ndmna nagra namn for att inte glomma
andra personer som har varit viktiga for mig under mitt arbete med avhand-
lingen, men vill rikta ett sarskilt tack till tre personer. Caroline Sims for vara
samtal rorande sdrskilt begavade elever. Kristina Palm Kaplan for alla vara
givande vetenskapliga diskussioner (i ditt fall inte 6ver en kopp kaffe, men vil
kaffesubstitutet te). Tomas Persson for att du star ut med att jag géng pa gang
stor dig i ditt arbete med mina fragor och for att du delar med dig av alla dina
helt underbart udda kunskaper. Hur manga gér runt med en bild av den sista
matematik som George Rasch skrev ner innan han dog? Troligtvis bara To-
mas.

Uppsala, november 2020



Inledning

I den hidr avhandlingen undersoker jag algebraiskt tdnkande i den svenska
grundskolans tidiga ar samt beskriver hur detta algebraiska tdnkande dven lig-
ger till grund for hogre matematik. Med algebraiskt tdnkande avser jag det
som Kaput (2008) beskriver som kérnan i algebra (core aspects). Det vill sdga,
en form av tdnkande som inkluderar att skapa och beskriva generaliseringar
och att resonera med hjilp av algebrans formella sprak. Algebraiskt tinkande
ar dock inte begrénsat till att ett formellt algebraiskt sprak maste anvéndas.
Att uttrycka sig algebraiskt kan lika vil ske genom att anvénda talsprak (Kie-
ran, 1989) eller gester, bilder och andra semiotiska resurser (Radford, 2018).

Algebra har lange varit en del av matematiken som manga elever har haft
svart for (bl a Carraher & Schliemann, 2007; Davis, 1985; Kieran, 1981; 2007,
Matthews & Fuchs, 2020). Svenska elever ar inget undantag, i den internat-
ionella métningen TIMSS? har de svenska elevernas resultat i algebra legat
under det internationella genomsnittet 4nda sedan 1960-talet (Murray & Lil-
jefors, 1983; Skolverket, 2008; 2012; 2016). Samtidigt som algebra ar svart
for ménga elever anses algebran vara ett mycket centralt omrade i matemati-
ken och kallas ibland for en ”gatekeeper” (ung. portvakt) till vidare studier i
matematik (Kieran, 2007; Matthews & Fuchs, 2020; Schoenfeldt, 1995).

Som ett led i att forbattra svenska elevers kunskaper i algebra har det ge-
nom aren genomforts ett flertal olika atgarder (Hemmi m fl, 2018). Ett exem-
pel ar boken Algebra for alla’ (Bergsten m fl, 1997), dér titeln beskriver tan-
ken med boken — att algebra ska vara tillgdngligt for alla. Boken har anvénts
pa lararutbildningen vid ett flertal larosédten runt om i Sverige. Ett annat ex-
empel pa en atgdrd som syftar till att forbattra elevers kunskaper i algebra ar
att man i den nuvarande svenska kursplanen i matematik fort in algebra redan
i arskurs 1-3 (Bréting, 2019).

Att tidigarelagga algebra foljer en internationell trend som brukar kallas for
”The early algebra movement” (Kieran m fl, 2016). Grundtanken med tidig
algebra ar att underldtta 6vergangen fran aritmetik till algebra genom att, med
utgdngspunkt i elevernas kunskaper i aritmetik, tidigt infora ett algebraiskt

2 TIMSS ér en forkortning av Trends in International Mathematics and Science Study. TIMSS
foregicks av SIMS (The Second International Mathematics Study) fran 1980 och FIMS (The
First International Mathematics Study) fran 1964. Sveriges resultat hamnade klart under ge-
nomsnittet i bada dessa test (Murray & Liljefors, 1983).

3 Algebra for alla har nyligen uppdaterats och ges nu ut med titeln Algebra for grundskolan
(Haggstrom m {1, 2019).
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tankande 1 matematikdmnet (Carpenter & Levi, 2000; Carraher m fl, 2006;
Fujii & Stephens, 2001; 2008). Tidig algebra handlar alltsé inte om att flytta
den algebra som vi alla kdnner igen fran hogstadiet eller gymnasiet till tidigare
skolar (Carraher m fl, 2008). Istdllet kan de grundldggande idéerna i algebra,
det vill sidga det algebraiska tdnkandet, introduceras tidigt i skolan utan att det
for den skull handlar om formell algebra. Det algebraiska innehéllet 1 de ldgre
arskurserna i Lgrl1 foljer detta sétt att se pa tidig algebra (Brating, 2019). Till
exempel aterfinns monster som centralt innehall i algebra redan fran arskurs 1
och kopplingen till algebraiskt tinkande beskrivs i Skolverkets kommentar-
material till matematik pa foljande sétt:

Matematiska monster &r ytterligare en aspekt av kunskapsomradet algebra. Nér
eleverna far mota ett innehall dar monster successivt kan erséttas med tal och
bokstavsbeteckningar kan de tilligna sig ett algebraiskt tinkande och kun-
nande. | arskurserna 1-3 och 4-6 &r innehallet hur monster i talfoljder och geo-
metriska monster kan konstrueras, beskrivas och uttryckas. (Skolverket,
2017b, s. 16)

Den hédr avhandlingen bestar av tva delar, en licentiatavhandling i matema-
tik och en fortsattning i matematikdidaktik*. I den matematikdidaktiska delen
undersoker jag vilken typ av algebra som forekommer i svenska styrdokument
och laromedel for tidiga skolar samt hur denna form av algebraiskt tdnkande
framtrider i elevldsningar betrdffande likhetstecknets innebdrd.

Licentiatavhandlingen med tillhdrande artiklar ar ett bidrag till den ab-
strakta algebran och behandlar framst sa kallade divisionsalgebror. I detta ma-
tematiska arbete framtrdder samma algebraiska tinkande som kénnetecknar
det som inom tidig algebra kallas for Generaliserad Aritmetik (Blanton, 2012).
I ljuset av den didaktiska delen av denna avhandling visar detta att det gar att
introducera ett tankesétt i tidiga skolar som dven aterfinns i matematik pa fors-
karniva vilket innebér att matematiken i grund och botten skulle kunna ha en
gemensam namnare fran de forsta skoldren dnda till forskarstudier vid univer-
sitetet. Detta visar dven vilken sorts matematisk kunskap som hamnar i for-
grunden i1 denna avhandling, ndmligen konceptuell kunskap (Hiebert & Le-
fevre, 1986; Skemp, 1976). Aven mitt fokus pa centrala matematiska begrepp
som likhetstecknet och dess innebord gor att betoningen i avhandlingen ligger
pa konceptuell matematisk kunskap till skillnad fran procedurell kunskap
(Hiebert & Lefevre, 1986). Dessa begrepp forklaras mer ingdende i inled-
ningen till avhandlingens Teoretiska ramar, men jag vill redan nu poédngtera
att dessa tva begrepp inte ska anvindas for att viardera kunskap eller for att
forsoka dela upp all matematisk kunskap i dessa tva kunskapstyper. Procedu-
rell och konceptuell kunskap samverkar och viss kunskap skulle 4ven kunna

4 Studierna i avhandlingens didaktiska del dr delar av ett storre forskningsprojekt finansierat av
Vetenskapsradet, Mot en forskningsbaserad undervisning i algebra - Diakrona och synkrona
analyser av styrdokument, ldromedel och ldrares interaktion med dem (Hemmi m fl, 2018).

11



tillhora bada delar (Hiebert & Lefevre, 1986). Trots detta ger denna distinktion
mojlighet till att diskutera hur elever lar sig matematik, vilken kunskapssyn
som sitts 1 forgrunden och ddrmed dven vilken kunskap som riskeras att bort-
ses fran 1 samband med tidig algebra.

Forskningsfaltet tidig algebra kan sdgas ha sin borjan pa 1980-talet (Davis,
1985; se dven Kieran m {1, 2016). Faltet har déarefter sakta véxt fram till att nu
pa senare tid fa allt storre paverkan pa skolmatematiken séval internationellt
som i Sverige (se kapitlet Bakgrund och tidigare forskning). Denna paverkan
synliggérs genom att manga lander, daribland Sverige som jag redan namnt,
har reviderat laroplanerna for att introducera algebraiskt tdnkande redan 1 ti-
diga skolar. Tidigare har skolalgebran introducerats forst pa hogstadiet. Att
implementera forandringar av skolans &mnesinnehall dr dock mer komplext
dn att enbart dndra text i officiella dokument, sa som i kursplaner. Huruvida
fordndringar far avsedd effekt beror pa vad som i slutdndan sker i klassrums-
situationen (Cohen & Loewenberg Ball, 1990; Hiebert m fl, 2005; Stein &
Lane, 1996). Detta faktum kan beskrivas med hjdlp av International Associat-
ion for the Evaluation of Educational Achievements (IEA) tredelade léro-
plansmodell (Valverde m fl, 2002). I modellen ligger Valverde m fl dven till
larobdcker som en fjarde dimension i form av den mdjligt implementerade
laroplanen vilken placeras mellan den avsedda och den implementerade léro-
planen. Den tredje dimensionen ar den uppnddda laroplanen, se Figur 1.

————mmm - "
Avsedda | Mojligt i Implementerade
laroplanen | | implementerade ! léroplanen

(Léroplanen) | laroplanen ! (Det som sker i

! (Larobocker) ! klassrummet)
! 1
L o o e e e e e - - M

Uppnadda
laroplanen
(Elevernas uppnéadda
kunskaper)

Figur 1:Ldrobocker och IEA:s liroplansmodell anpassad till denna avhandling
efter Valverde m fl (2002)

Modellen i Figur 1 lyfter fram att larobocker dr medierande artefakter mel-
lan den skrivna ldroplanen och ldraren i klassrummet och har dirigenom en
stor paverkan pa skolmatematiken (Valverde m fl, 2002). Denna avhandling
gor nedslag i flera av dimensionerna i modellen. I Artikel VI analyserar jag
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laroplan och ldaromedel och didrmed placeras den artikeln i1 de tva forsta di-
mensionerna — den avsedda och den mdjligt implementerade ldroplanen. 1 Ar-
tikel VII analyserar jag elevldsningar for att studera elevernas kunskaper om
likhetstecknet, vilket placerar artikeln inom dimensionen den uppnddda liro-
planen. Diaremot har inte vad som sker i klassrummet studerats i denna av-
handling, men en stor miangd forskning har visat att larobdcker 1 matematik i
stor utstrackning styr matematikundervisningen bade internationellt och i Sve-
rige (Ball & Cohen, 1996; Brown, 2009; Jablonka & Johansson, 2010; Johans-
son, 2006; Lloyd m fl, 2009; Nicole & Crespo, 2006; Remillard m fl, 2014;
Stein m fl, 2007; Tarr m fI, 2008). Forskning har dven visat att svenska larares
undervisning ofta baseras pa laroboken snarare dn lararhandledningen (Boe-
sen m fl, 2014; Engvall, 2013; Hemmi, Krzywacki m fl, 2019; Hemmi &
Ryve, 2015; Koljonen, 2017; 2019; Ryve & Hemmi, 2019). Genom att analy-
sera larobdcker framtrader ddrmed en bild av vilka mojligheter som ges ge-
nom laromedlet, &ven om det inte dr sdkert att dessa mojligheter sedan till-
gingliggors i1 klassrummet (Hiebert & Grouws, 2007; Remillard, 2000).

Fordelen med att anvinda modellen i1 Figur 1 for att rama in denna avhand-
ling ér att den framhaller ldrobdckers medierande roll. Aven om andra liro-
plansteoretiska modeller har likheter med denna modell s& framtrader den me-
dierande rollen hos liromedel oftast inte lika tydligt. I andra modeller ses ldro-
medel till exempel som en del av en arena (Lindensj6é & Lundgren, 2000) eller
som en del av en niva (Goodlad m fl, 1979) och blir ddrmed inte explicit fram-
tradande i modellerna. Ytterligare en alternativ modell {6r att rama in avhand-
lingen ges av Chevallards transpositionsmodell (Chevallard & Bosch, 2014).
Denna modell har fordelen att min licentiatavhandling kan placeras som en
del av ”scholary knowledge”, men dven i denna modell framtrader inte l4ro-
bockernas medierande roll. Detta gor att den forsta matematikdidaktiska
delstudien dédrmed inte tydligt kan placeras i transpositionsmodellen.

Den didaktiska delen av denna avhandling &r ett bidrag till det matematik-
didaktiska forskningsfaltet, mera specifikt till forskningsomradet tidig algebra
(Kieran m fl, 2016), och ror sig som tidigare nimnt inom tre av fyra delar av
den ldroplansteoretiska modellen i Figur 1. Savél laroplaner som ladrobocker
studeras genom att innehallet klassificeras utifrdn Algebrans stora idéer (Blan-
ton m fl, 2015; se &dven kapitlet Teoretiska ramar). Dessutom studeras utfallet
i form av hur elever beskriver och arbetar med likhetstecknet. Till det senare
har Matthews m fl:s (2012) kunskapsnivaer (se avsnittet Analysverktyg) an-
véints som analytiskt verktyg. Det finns flera anledningar till att jag valt ut
kunskap om just likhetstecknet. For det forsta ér likhetstecknet framskrivet i
den svenska kursplanen i matematik inom det centrala innehallet "Matema-
tiska likheter och likhetstecknets betydelse” (Skolverket, 2019, s. 55), vilket
gor att det dr ett begrepp som svenska elever ska ha mott i tidiga skolar. For
det andra é&r likheter ett centralt begrepp inom algebra (Sousa, 2017). Tidig
kunskap om vad likhetstecknet innebér har dven visats vara en stark prediktor
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for elevers prestationer i algebra nagra ar senare (Alibali m fl, 2007; Matthews
m fl, 2020).

Dessa studier resulterade i tre artiklar (Artiklar V, VI och VII). Utover
dessa artiklar bestar avhandlingen dven av artiklar med tillhérande licentiat-
avhandling inom algebra (Artiklar I, II, III och IV). Genom detta uppldgg
kombinerar avhandlingen det som ibland brukar kallas for “den rena matema-
tiken” med matematikdidaktik for att visa pa hur tidig algebra kan medfora att
till synes avancerade algebraiska resonemang kan borja framtrdda redan i ti-
diga skolar. Det tankesétt som anvédnds vid studier av divisionsalgebror (se
Artiklar I, II, IIT och IV), bygger péa en grundldggande tanke om algebra som
generaliserad aritmetik — en av Algebrans stora idéer (Blanton m fl, 2015)
inom det matematikdidaktiska forskningsfaltet tidig algebra. Dessa stora idéer
ligger till grund for denna avhandling.

Under arbetet med avhandlingen blev det allt tydligare for mig hur dessa
stora idéer kan ses som nagot som finns i all algebra, oavsett om det &r sa
kallad tidig algebra, algebra i senare skolar, algebra inom universitetsmatema-
tik eller inom forskning i matematik. Aven om fokus i avhandlingen 4r grund-
skolans tidigare ar ska avhandlingen ldsas med detta i atanke. Det vill séga,
det som med hjilp av Algebrans stora idéer beskrivs i avhandlingen ska ses
som en del av en storre helhet och ett bidrag till att synliggora att tidig algebra
kan péaverka elevers matematiska kunskaper i senare skolar.

Overgripande syfte och fragestillningar

Det 6vergripande syftet med denna avhandling &r att bidra med kunskap om
algebraiskt tdnkande i den svenska grundskolans tidiga &r samt att beskriva
hur detta algebraiska tdnkande dven ligger till grund for universitetsmatema-
tiken. Detta gors genom att analysera innehall i den svenska kursplanen i ma-
tematik och i svenska larobocker utifran Algebrans stora idéer samt genom att
undersdka huruvida elevldsningar uppvisar en specifik typ av algebraiskt tén-
kande. Resultaten av undersékningarna diskuteras saval ur ett nationellt, in-
ternationellt som ett matematikdidaktiskt perspektiv. Syftet specificeras ge-
nom avhandlingens tre fragestéllningar:

1. Vilken sorts algebraiskt tinkande dr gemensamt for den tidiga alge-
bran och algebra pa universitetsniva?

2. Vilka mojligheter till tidig algebra erbjuds i svenska kursplanen i ma-
tematik och ldrobdcker i matematik for skolans tidiga ar?

3. Hur beskriver svenska elever likhetstecknets betydelse och vilken in-
nebdrd av likhetstecknet framkommer i deras uppgiftslosningar?
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Kappans disposition

Detta kapitel inleddes med en 6versikt dver avhandlingens positionering inom
det matematikdidaktiska forskningsfdltet. Vidare beskrevs avhandlingens
overgripande syfte och fragestéllningarna presenterades. Nastkommande ka-
pitel behandlar Bakgrund och tidigare forskning, dir jag forklarar for avhand-
lingen relevanta matematiska begrepp samt ger en oversikt 6ver bade utveckl-
ingen av tidig algebra som forskningsfalt och for avhandlingen relevant forsk-
ning om tidig algebra. Déarefter behandlas avhandlingens Teoretiska ramar,
vilka bestar av Algebrans stora idéer.

Avhandlingens fjarde kapitel, Metodologi, behandlar de metoder, inklusive
urval och analysverktyg, som anvéants vid de olika delstudierna. I kapitlet dis-
kuteras dven de etiska aspekter som dr relevanta for studierna. Kapitlet avslu-
tas med de avgransningar jag har nédgats gora i arbetet med denna avhandling.
Femte kapitlet innehaller en Sammanfattning och resultat av artiklarna som
ingar i avhandlingen. Forst beskrivs de matematiska artiklarna och licentiat-
avhandlingen gemensamt, darefter beskrivs var och en av de didaktiska artik-
larna. Avhandlingen avslutas med en Avslutande diskussion av resultaten, di-
daktiska implikationer av dessa samt forslag pa vidare forskning.
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Bakgrund och tidigare forskning

I detta kapitel behandlar jag sdvil bakgrund som tidigare forskning angaende
tidig algebra och néarbeslidktade forskningsdmnen. Jag inleder med en beskriv-
ning av for avhandlingen centrala matematiska begrepp och hur begrepp pa
engelska anvénds i denna avhandling. Under rubriken Utvecklingen av forsk-
ning kring tidig algebra under det senaste seklet beskriver jag kortfattat upp-
komsten och utvecklingen av detta forskningsfalt. Darefter lyfter jag fram for
avhandlingen relevant Modern forskning om tidig algebra. Avslutningsvis ge-
nomfors en Sammanfattning av kapitlet.

Centrala begrepp och begreppsanviandning

I detta avsnitt forklaras de matematiska begrepp som &r av vikt for denna av-
handling, det vill siga matematiska begrepp kopplade till skolalgebra. De di-
daktiska begrepp som anvinds i avhandlingen forklaras ddaremot inte i detta
avsnitt utan ar en del av avhandlingens teoretiska ramverk.

For att underlétta for lasaren kommer jag dven att versitta alla engelska
begrepp till svenska. Till exempel kommer ”Big Ideas” (Blanton m fI, 2015)
skrivas som ”Algebrans stora idéer” eller enbart ”stora idéer” och det vil ve-
dertagna begreppet “early algebra” (Kieran, m fl, 2016) dversitts séledes till
”tidig algebra”. Vissa forkortningar kommer dnda att vara den engelska for-
kortningen, trots att forkortningen skulle se annorlunda ut pa svenska. Ett ex-
empel pa detta dr EEEI, vilket dr en forkortning for ”Equivalences, Express-
ions, Equations and Inequalities” (Blanton m fl, 2015). Aven om den svenska
forkortningen borde vara EUEO — Ekvivalenser, Uttryck, Ekvationer och Olik-
heter — sé& viljer jag att halla kvar vid EEEI av den enkla anledningen att for-
kortningen dr internationellt vedertagen.

Vad som é&r algebra respektive skolalgebra ér inte helt enkelt att definiera
(Usiskin, 1988). Ofta beskrivs att skolalgebra till stor del handlar om boksté-
ver och att manipulera symboler (Stephens, 2008; Usiskin, 1988), vilket inne-
bér att variabler och hantering av dessa hamnar i férgrunden. Variabler fore-
kommer dock i manga olika algebraiska sammanhang och fér, beroende pa
sammanhanget, olika innebdrd. I linje med detta kommer jag inleda med att
forklara begreppen uttryck, likheter, ekvivalenser, ekvationer och olikheter for
att darefter behandla variabler och ddrigenom éaterkoppla till hur variabler
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framtriader i de tidigare forklarade begreppen. Avslutningsvis beskriver jag
monster bade ur ett allmént och ett skolmatematiskt perspektiv.

Uttryck

De flesta har troligtvis en god bild av vad ett (matematiskt) uztryck ar, men det
kan vara svdrare att sétta ord pa denna intuitiva bild. Ett uttryck kan rent all-
mént beskrivas som en “meningsfull sammanstéllning av tecken” (Kiselman
& Mouwitz, 2008, s. 21), vilket egentligen racker bra som beskrivning. Mer
specifikt innebér det att ett matematiskt uttryck ar en sammanstéillning av ma-
tematiska symboler, det vill sdga att ett utryck kan besta av siffror som bygger
upp tal och symboler for variabler och rakneoperationer. Om ett uttryck saknar
variabler, exempelvis uttrycket 3 + V64 — 1/8, kallas det for ett aritmetiskt
uttryck. P4 motsvarande sitt ar ett algebraiskt uttryck ett uttryck dar variabler
forekommer (Kiselman & Mouwitz, 2008). Uttryck kan sedan anvéindas for
att till exempel bygga upp likheter, olikheter och ekvationer. Likheter &r i sin
tur en mycket begrinsad form av ekvivalens.

Likheter och likhetstecknet

Ett av de for avhandlingen mest centrala begreppen ar likhetstecknets relat-
ionella egenskap. Att likhetstecknet innebér en relation betyder att likhets-
tecknet symboliserar att tva objekt dr identiska (Kiselman & Mouwitz, 2008).
Att sa ar fallet syns redan i den allra forsta beskrivningen av symbolen ”=",
vilken hdrstammar fran den walesiske matematikern Robert Recorde (1557).

Recorde beskriver inforandet av likhetstecknet pa foljande sétt:

To avoide the tediouse repetition of these words: is equalle to: I will sette as I
doe often in woorke use, a paire of paralleles or Gemowe lines of one lengthe
thus =, bicause noe .2. thynges, can be moare equalle. (s. 118, vénster sida)?

I samband med inférandet av likhetstecknet beskriver Recorde dven hur
samma operation pa bada sidor om tecknet bevarar likheten. Det vill séga, att
likhetstecknet beskriver en relation mellan uttrycken pé de tva sidorna om lik-
hetstecknet. I enlighet med ovanstdende kommer jag i denna avhandling be-
skriva andra tolkningar 4n en relationell tolkning av likhetstecknet som for-
mellt felaktiga. Detta trots att likhetstecknet i vissa situationer, till exempel
vid aritmetiska berdkningar eller vid derivering av funktioner, kan tolkas som
att det har en operationell innebord (Prediger, 2010).

En likhet ar en relation som innebér att tva objekt dr identiska (Kiselman &
Mouwitz, 2008). Ett exempel pa detta ar likheten 13 = 13. En annan form av

5 Sidorna i boken &r onumrerade. Sidnumret hianvisar till sida i pdf-filen.
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likhet 4r x + 2 =y + 7, vilket & ena sidan innebir att de tva algebraiska ut-
trycken x + 2 och y + 7 representerar exakt samma objekt och ddrmed &r en
likhet. A andra sidan #r dessa uttryck uppenbart olika s i en strikt mening &r
detta inte en likhet, utan en ekvivalens. Denna form av likhet kan dven ses
som en ekvation, vilket beskrivs nedan efter att ekvivalenser har forklarats.

Ekvivalenser

En ekvivalens ses som en mer generell likhet dér objekten ar lika om det bort-
ses fran oviktiga egenskaper. Vilka dessa oviktiga egenskaper dr framgar av
sammanhanget. Gattegno (1974) uttrycker detta som att en ekvivalens &r en
bredare relation 4n en likhet och att ekvivalens innebér att for vissa syften sa
ar det mojligt att ersitta ett objekt med ett annat. Saledes ar det ssmmanhanget
som avgdr om det dr en likhet eller en ekvivalens. Likheten 13 = 13 ser up-
penbarligen ut som just en likhet, det dr exakt samma tal pa bada sidor likhets-
tecknet. Det finns dnda atminstone en skillnad mellan de tva 13 i likheten
och det &r att de har olika position pa detta papper. Darmed ar de alltsa inte
helt identiska. Denna positionsegenskap &r i det hér fallet sd uppenbart ova-
sentligt att vi 4nda sdger att talen &r lika. Sa vad som &r en likhet och vad som
ar en ekvivalens beror helt pa vad som avses med identiskt. Darmed kan
1+4=3+2 bade ses som en likhet och en ekvivalens beroende pa hur vi
tolkar inneborden av ett uttryck. Utgér vi fran uttryck och inte dess virden sa
ar uttrycken ekvivalenta, men utgar vi fran uttryck som representanter for vér-
den sé &r detta en likhet. Enligt mig visar detta exempel dven att en strikt tolk-
ning av skillnaderna mellan ekvivalens och likhet inte alltid &r nodvéndig eller
ens lamplig. Med ett sddant synsitt blir det underforstatt att det som kallas for
en likhet mycket vél egentligen skulle kunna vara en ekvivalens och inte en
likhet. For mig ar skillnaden mellan dessa tva begrepp att vissa egenskaper &r
tillrackligt ovésentliga for att de i ett givet sammanhang inte kommer vécka
nagon som helst uppmirksamhet. Objekten dr dé sé pass identiska att det kan
kallas for en likhet istéllet for en ekvivalens. Det innebér alltsa att det ar sam-
manhanget som dr avgdrande for vad som ar likhet eller ekvivalens. Jag kom-
mer fortsdttningsvis anvdnda begreppen likhet och ekvivalens i enlighet med
detta. For att ytterligare fortydliga vad en ekvivalens innebdr ger jag négra
exempel pé ekvivalensrelationer och noterar speciellt vilken eller vilka ové-
sentliga egenskaper som reduceras bort i och med ekvivalensrelationen.

Det forsta exemplet dr den sa kallade modulordkningen, vilket lite 16st kan
beskrivas som rikning med rester vid division med ett visst heltal. Mer for-
mellt innebér det att tva heltal x och y ar kongruenta modulo n, viket skrivs
x = y(mod n), om och endast om x = y + kn, for nagot heltal k. Detta far som
foljd att x och y ger upphov till samma rest vid division med z. Till exempel
ar talen 6 och 11 kongruenta modulo 5 eftersom béada ger resten 1 vid division
med 5. I detta sammanhang &r alltsd den ovidsentliga informationen multiplar
av 5 och det enda som &r intressant dr den kvarvarande termen, det vill sdga
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resten vid division med 5. S4 alla tal 1, 6, 11, 16 och sa vidare kan i detta fall
ersittas med 1 da alla dessa ar kongruenta modulo 5. Daremot dr de saklart
inte lika da de betecknar olika objekt. Kongruens &r ett alltsa ett exempel pa
en ekvivalensrelation eftersom objekten inte dr identiska, men om en ovésent-
lig egenskap bortses sé kan de olika objekten ersitta varandra.

Ett annat exempel pa en ekvivalensrelation &r likformighet inom geometri.
Tva geometriska objekt &r likformiga (ekvivalenta) om de har exakt samma
form. I detta fall &r till exempel storlek pa objekten, objektens position och
hur de dr roterade ovisentliga egenskaper som bortses fran.

Efter ovanstaende forklaring av uttryck, likheter och ekvivalenser aterstar
det att forklara ekvationer och olikheter innan variabler beskrivs.

Ekvationer och olikheter

En ekvation &r en “matematisk utsaga som innehaller en likhet” (Kiselman &
Mouwitz, 2008, s. 94). En ekvation signalerar att det finns en 16sning, vilket
ar det eller de tal som gor att likheten dr sann, men om likheten aldrig kan vara
sann sdgs ekvationen vara oldsbar. Exempel pd ekvationer finns i Tabell 1
nedan.

Sprakligt sett tyder en olikhet pa nagot som inte #r lika. Aven om en olikhet
beskriver en ”logisk relation som innebér att tva objekt inte ar identiska” (Ki-
selman & Mouwitz, 2008, s. 60), s dr begreppet mer komplext dn sa. I sin
enklaste form beskriver en olikhet storleksforhallandet mellan tva tal, till ex-
empel att 2 <4. Det kan dven beteckna enkla olikheter som x <4, dar olik-
heten i detta fall anger att talet x 4r mindre 4n 4. Det vanligaste dr 4nda att det
som avses med en olikhet dr en slags ekvation, dir 16sningen ges av en eller
flera enkla olikheter.

Variabler

I tidigare begreppsforklaringar har variabler anvénts, dock utan att némna or-
det variabel explicit och troligtvis utan att du som ldsare reagerat pa det. Dessa
forklaringar visar dven att en variabel kan anvéndas i olika sammanhang och
da ha olika innebord, vilket sammanstélls i Tabell 1 och forklaras mer detal-
jerat nedanfor tabellen.

En variabel definieras som en “storhet som kan anta védrden i en given
mingd” (Kiselman & Mouwitz, 2008, s. 21). Detta innebér att variabeln inte
betecknar objektet i sig, utan enbart dess vérde. Ordet varde signaler att det ar
ett numeriskt virde, men sa behover inte ndodvandigtvis vara fallet. Nagra ex-
empel pa storheter &r fart och hastighet. Skillnaden mellan fart och hastighet
dr att farten ar ett enda vérde, hur fort ndgonting ror sig, medan hastighet ar
kombinationen fart i en viss riktning. Hastighet dr darmed ett exempel pa en
storhet som dr en vektor och inte kan betecknas med ett enda numeriskt vérde.
Hastighet kan till exempel beskrivas med en vektor, dir vektorns ldngd visar
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hur fort ett objekt ror sig och vektorns riktning ger da sjilvfallet vilken rikt-
ning objektet forflyttar sig i.

Tabell 1: Olika anvindningsomraden for variabler

Exempel Betydelse

at+b=b+a Variabler i matematiska lagar och samband. 1 detta
fall kommutativa och associativa lagarna for addition.

(@+b)y+c=a+(b+c) Dessavariabler beskriver alla ett godtyckligt tal, men
de varierar inte.

3a+2=14 Variabler i samband med ekvationer och olikheter. Ex-
emplen visar fyra ekvationer och en olikhet.

b*=16

c=c+1

xX=x

2d <4 +d

y=3x+2 Variabler i samband med funktioner. Variablerna be-
skriver hdr en samvariation.

fix)=3x+2

3n+2 Variabel i ett uttryck. Variablerna n och x kan hér ses
som en platshéllare for ett obekant tal. De tva variab-

ax+b lerna a och b betecknar parametrar.

c=c+l1 Variabler i samband med programmering. Exemplet

ska tolkas som en tilldelning av ett virde.

Tabell 1 visar fem olika tolkningar av variabler. Den forsta tolkningen av va-
riabler i sammanhanget matematiska lagar och samband innebar att variab-
lerna betecknar godtyckliga tal, men de varierar inte.

Variabler i samband med ekvationer och olikheter exemplifieras i Tabell 1
med fyra ekvationer och en olikhet. I detta sammanhang kan variabeln anta
alla de virden som gor att likheten eller olikheten ar sann. Variabeln kan pa
sa sitt beskrivas som en symbol for ett eller flera obekanta tal. Variabeln kan
dven beteckna noll eller odndligt ménga varden, vilket dskadliggdrs i och med
de olika exemplen. Variabeln a i ekvationen 3¢ + 2 = 14 kan anta ett véirde
(a = 4). 1 nista exempel, b* = 16, kan variabeln anta tva virden (b = + 4). Den
tredje ekvationen, ¢ = ¢ + 1, saknar 16sning, vilket innebér att ¢ inte kan anta
nagot varde alls. Den sista ekvationen, x = x ar en sa kallad identitet (Kiselman
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& Mouwitz, 2008), det vill sdga den &r sann for alla varden pa x. Avslutnings-
vis visar olikheten 2d < 4 + d att en variabel kan anta odndligt manga virden
(d <4) 1 detta sammanhang.

Den tredje tolkningen av variabler gors i samband med funktioner. Vid
funktioner som f{x) = 3x + 2 (som dven brukar skrivas y = 3x + 2) dr x en obe-
roende variabel och y eller f{x) beror pa x. Detta innebér att variablerna sam-
varierar. Daremot uppstar en annan situation nar ett funktionsvérde ska be-
raknas. Om vi till exempel sdtter x = 2 finns inte ldngre ndgon variation och
istédllet Gvergar variabeln y eller f{2) till att beteckna ett obekant tal, precis som
for variabler i uttryck.

1 uttrycket ax+b &r x en variabel, medan a och b betecknar parametrar. Att
a och b &dr parametrar innebdr att de ar variabler ”som ar konstant[a] under en
viss process men som dnda kan dndras” (Kiselman & Mouwitz, 2008, s. 18).
Det vill sdga, uttrycket kan studeras for olika virden pa konstanterna a och b.
Hiér har a och b olika innebord beroende pa om vi arbetar med dem som para-
metrar i allménhet, det vill sidga att de kan dndras och anta olika virden, eller
om vi behandlar dem som givna, men obekanta, tal.

Det sista exemplet ska ses i ett programmeringssammanhang. Aven om
¢ =c+ 1 ar skrivet pd exakt samma sdtt som den olésliga matematiska ekvat-
ionen ¢ =c+ 1 sa dr inneborden en helt annan. Skillnaden mot situationen
med ekvationen &r att givet programmeringssprakets syntax sa ska forst be-
fintligt virde i variabeln ¢ (pd hoger sida om likhetstecknet) 6kas med ett.
Direfter tilldelas ¢ (pa vénster sida om likhetstecknet) detta berdknade vérde.
I programmeringssammanhang anvénds likhetstecknet ibland som en tilldel-
ningsoperator och inte som en relationell likhet (Brating & Kilhman, 2020).

Forutom att de olika exemplen pa variabler visar att sammanhanget avgor
variabelns innebord visar de dven att variabeln kan &ndra innebord om situat-
ionen dndras under det pagéende arbetet. Detta framkom savél vid berdkning
av funktionsvirde (frdn samvarierande variabler till en variabel som obekant
tal) som det fall da en variabel betecknar en parameter.

Monster

Det sista begreppet jag diskuterar i detta avsnitt dr ménster. 1 de enklaste fallen
kan monster beskrivas som en serie eller en sekvens som upprepas. Dessa
monster brukar beskrivas som AB, ABC eller ABB (Markworth, 2016). Ett
exempel pd monstret AB ar fargmonstret rod, bla, rdd, bld och sé vidare, det
vill séga att tva farger upprepas. P4 motsvarande sitt ges ABC av monster som
rod, bla, gul, rod, bla, gul och ABB av rdd, bla, bla, rod, bla, bla. I monstret
rod, bla, rod, bla ... drar vi alla troligtvis slutsatsen att ndsta firg kommer vara
rod och darefter kommer aterigen bla for att fortsétta pd samma sétt.
Monster i skolmatematiken kan dven finnas i en talfoljd. En talfoljd ar

egentligen precis det som namnet antyder, det vill sdga en ’f6]jd av tal” (Ki-
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selman & Mouwitz, 2008, s. 112). Det behdver alltsa inte finnas ndgot mons-
ter i en talf6ljd. De talfoljder som avses i den hir avhandlingen ar ddremot
de specifika talfoljder i vilka det finns ett monster. Ett monster i dessa fall
utgér fran en regel som upprepas. Exempel pa sddana talfoljder ar aritme-
tiska och geometriska talfoljder, det vill sdga talfoljder dar differensen re-
spektive kvoten av tva pa varandra foljande tal dr konstant (Kiselman &
Mouwitz, 2008; se dven Brating m fl, 2017). Ytterligare exempel pa en tal-
foljd ar 1, 4,9, 16 ... dir regeln bestar i att ett tal beskrivs genom talets po-
sition 1 kvadrat.

Ovanstaende dr tva olika sorter av monster, men de har tydliga gemen-
samma inslag som skulle kunna beskrivas generellt. En sddan generell be-
skrivning av monster ges av Resnik (1981) genom formuleringen att ett
monster dr en komplex entitet som bestar av ett eller flera objekt, vilka jag
kallar positioner, stdendes 1 olika relationer” (s. 532, min dverséttning). Kér-
nan i denna definition &r att alla moénster innehéller en relation. Jag viljer att
folja denna definition av monster pa grund av att definitionen &r allmént hallen
och diarmed fungerar for allehanda typer av monster. I detta avsnitts forsta
exempel dr med Resniks (1981) terminologi positionerna fdrger och relat-
ionen att varannan fairg dr réd och varannan bld. 1 exemplet med kvadrattalen
dr positionerna tal och relationen att talet dr kvadraten pad positionens plats i
talfoljden.

Utvecklingen av forskning kring tidig algebra under det
senaste seklet

Forskning om tidig algebra var inget som utan férvarning uppstod i slutet av
1900-talet utan kan ses som en naturlig utveckling av skolalgebraisk forskning
under det senaste seklet. Under forsta halvan av 1900-talet handlade denna
forskning till stor del om svarigheter i algebra, mera specifikt i de senare skol-
aren eftersom algebra under den tiden inte undervisades i tidiga skolér (Kie-
ran, 2007). Ett exempel pé detta 4r Monroes (1915) forskning som visar att
algebraiska manipulationer och ekvationslosning kraver att eleven rutinmass-
igt beméstrar detta, precis som det krdvs att elever kan multiplikationstabel-
lerna utantill. Har finns inget spér av ett algebraiskt tdnkande, utan fokus ar
pa gdrandet, det vill sdga att rutinméssigt kunna utfora uppgifterna. Algebra
hade da sin givna plats i de senare skolaren och vid universitetet, men detta
kom att fordndras under 1960-talet. I samband med den sa kallade Sputnikkri-
sen kom USA och Visteuropa att satsa pa naturvetenskap, teknik och mate-
matik 1 ett forsok att komma ikapp Sovjetunions forsprang i rymdteknologi
(Kilpatrick, 2012; se dven Kay, 2013; Kilborn, 1977; Unenge, 1999). Vist-
varlden 1 ovrigt, inklusive Sverige, foljde efter de amerikanska satsningarna
med liknande fordndringar i skolsystemen (Kilpatrick, 2012; Landahl, 2017;
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Lenz, 2015). Sputnikkrisen skulle pé sa sdtt d&ven kunna ses som startskottet
for forskning angéende tidig algebra, d&ven om forskningen da handlade om
huruvida algebra bor spridas 6ver i princip alla skolér (Davis, 1995). Har fram-
trader borjan till en forskjutning av algebran mot tidigare skolar, dven om
forskning kring svarigheter i algebra fortfarande bedrevs och bedrivs &n idag.
Denna forskjutning av algebra mot tidigare skolar dr en del av den sa kallade
nya matematiken, vilken framst har blivit kdnd for sitt fokus pa méngder och
mingdlara (Prytz, 2017).

1960-talet och algebra 1 den nya matematiken

Maingder och méngdléra var inte det enda som var nytt i den nya matematiken.
I detta for skolan nya matematiska innehall dr dven abstrakt algebra och boo-
lesk algebra framskrivet (Kline, 1973), vilket tyder pa intentionen att tidiga-
reldgga universitetsalgebra till skolan dven om just denna typ av algebra be-
handlades i skolans senare ar. Till exempel finns boolesk algebra inkluderat i
kursplanen for gymnasiets digitalteknik i samband med gymnasieutredningen
1960 (SOU 1963:42).

Abstrakt algebra innebér studier av olika matematiska strukturer, till ex-
empel kroppar. En kropp kan beskrivas som en méangd dar multiplikation, di-
vision, addition och subtraktion dr definierade och dessa riaknesitt beter sig pa
samma sitt som de fyra raknesétten gor pa de reella talen. Nagra exempel pa
kroppar &r de reella talen, de komplexa talen samt de rationella talen tillsam-
mans med de vanliga fyra rdknesétten. Se &ven min licentiatavhandling (Arti-
kel III), dar jag i kapitel 1-5 kortfattat behandlar algebror &ver godtyckliga
kroppar, med karaktaristik skild fran 2, for att sedan anvinda detta som grund
for divisionsalgebror dver de reella talen.

Boolesk algebra anvinds inom vitt skilda omraden som exempelvis bio-
logi, kemi, design av elektroniska kretsar och datavetenskap (Givant & Hal-
mos, 2009). Just dess anvindning inom design av elektroniska kretsar och
datavetenskap var anledningen till att boolesk algebra var en del av innehallet
i den nya matematiken (Kline, 1973). Boolesk algebra beskriver hur det &r
mojligt att rdkna med satslogik (Givant & Halmos, 2009). Hir oversitts en
sats (ett pastdendes) sanningsvarde till 1 for sant och 0 for falskt. Dessa vérden
kan sedan anvindas for att berdkna sanningsvérdet for olika kombinationer av
satser. Om a och b dr logiska satser innebdr till exempel den logiska operatorn
eller (betecknas V) att a V b ar sant om minst en av @ och b r sann, annars
falskt. Denna logiska operation kan &verséttas till vanlig addition a + b med
undantaget att 1 + 1 = 1. P4 motsvarande satt gar det att berdkna vérdet av
andra logiska operationer. Virt att notera ar att boolesk algebra och dess op-
erationer och, eller samt negation &r ekvivalenta med méangdalgebra och op-
erationerna snitt, union respektive komplement (Givant & Halmos, 2009;
Kline, 1973). Det innebar att genom den nya matematiken motte elever tidigt
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samma tankar som finns i boolesk algebra genom att de undervisades i mangd-
lara.

Att abstrakt algebra och boolesk algebra var delar av innehéllet i den nya
matematiken ar alltsa ett exempel pa hur vissa delar av universitetsmatemati-
ken tidigareldggs. Detta innebédr dven att det 4r matematikens underliggande
struktur som &r i forgrunden, vilket Cai m fl (2010) beskriver som att ndrma
sig matematiken strukturellt. Forutom att den nya matematiken innebar en for-
skjutning av nér algebra introduceras i skolan sa inneh6ll den nya matemati-
ken dven ett fordndrat arbetssatt (Prytz, 2017). Bland annat skulle elever lara
sig genom att upptdcka och forstd matematiken (Corle, 1964), till exempel
genom att ta fram hypoteser utifran ett givet problem och sedan kontrollera
om hypoteserna ar sanna. Hér framtrader en idé om att matematik mer &r ett
sdtt att tdnka dn nagot befintligt som aterupprepas, men fortfarande med den
formella matematiken som utgangspunkt. Trots stor kritik fran flera hall ge-
nomfordes laroplansreformer i stora delar av véstvérlden i riktning mot denna
nya matematik. Det drojde inte ldnge efter inférandet innan kritiken mot den
nya matematiken och framfor allt mangdlaran som inslag i skolmatematiken
blev allt kraftigare.

1970-talet och Piagets stadieteori

Under forsta halvan av 1970-talet utloste kritiken mot den nya matematiken
en motreaktion pa det som kan beskrivas som en ”’[§]verteoretisering av den
elementdra matematikundervisningen” for att anvdnda Lindstroms (1968)
boktitel. Fokus skiftade nu till primért tva saker. Det forsta ar att Sverige och
vastvérlden i stort aterigen foljer USA med ett fokus pa problemlsning i skol-
matematiken (Unenge, 1999). Det andra dr att Overteoretiseringen ledde till
att forskning och debatt dven kom att handla om nér barn &r mogna for att
kunna ldra sig viss matematik. Genom detta skifte far Piagets stadieteori stort
genomslag och blir pé sétt och vis startskottet for det som under 1980-talet
leder till utvecklingen av "modern” tidig algebra (Kieran, 2007).

Utan att ga in pa djupet av Piagets teori ar det vért att nimna att en del av
denna teori ar att kunskapsutvecklingen sker i stadier (Piaget, 1952). Till ex-
empel borjar enligt Piaget barnet bygga upp sin begreppsbild av tal utifran
konkreta objekt. Steg for steg blir barnet sedan i sin utveckling allt mer fri-
gjord fran de konkreta objekten och att fysiskt arbeta med dessa. Slutligen kan
barnet arbeta med talen mentalt utan att behova nagra fysiska foremal. Detta
exemplifierar att allt har sin specifika plats i kedjan av barnets utveckling (Pi-
aget, 1952). Synséttet om en viss ordning i utvecklingen och lidrandet kan
skonjas dven 1 den tidiga algebran, till exempel genom att generalisering ef-
terfoljer arbetet med det specifika. Det finns dven en tanke i Piagets teori om
att den kognitiva utvecklingen skulle kunna paskyndas genom de yttre forut-
sdttningarna for barnet (Kamii, 1982), men dven om utvecklingen kan péskyn-
das sa foljer den oavsett detta en given ordning.
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1980-talet och en borjan till modern tidig algebra

Piagets teori har kritiserats savél for att underskatta yngre barns formaga (Gel-
man & Gallistel, 1978/1986; Gelman m fl, 1986) som att 6verskatta vad &dldre
barn klarar av (Eggen & Kauchak, 2004). Kritiken mot denna teori blev allt
mer intensiv under 1980-talet. Sfard (2008) uttrycker att det teoretiska tomrum
som uppstod for de som da overgav Piagets teori behovde fyllas med nagot
annat. Vygotskij, som motsade Piaget pa ménga punkter, blev da ett enkelt val
for dessa personer. I och med detta fylldes tomrummet med Vygotskijs princip
att alla ménskliga processer dr av social natur (Sfard, 2008; se dven Vygotskij,
1930-1934/1978). Effekten av denna kritik mot Piagets teori och den efterfol-
jande Gvergangen till ett mer sociokulturellt perspektiv kan tydligt ses inom
forskning om den tidiga algebran. Tidig algebra utgér fran att 4ven yngre barn
kan ldra sig tdnka algebraiskt och de gor det i ett samspel med ldraren och
klasskamraterna.

Innan denna utvecklingsprocess av tidig algebra kunde uppsta behdvdes
saklart en start. En viktig tidig inspirationskélla, som kanske till och med
skulle kunna ses som en formell start, till den tidiga algebran dr konferensen
ICME-5 i Adelaide 1984 (Kieran m fl, 2016). Vid denna konferens fanns det
som kallades for en “action group” i algebra riktat mot alderskategorin 7-12
ar (Carss, 1986). Det ar virt att notera att det vid denna tid inte var en enhetlig
utgangspunkt for diskussionerna. For att undvika den forvirring som kunde
uppsta pa grund av olika syn pa vad algebra innebér d&ndrades namnet till ”De-
veloping Algebraic Thinking in Younger Students” (Davis, 1985). Redan héar
framkommer det att tidig algebra inte handlar om algebra med formella sym-
boler utan om ett sétt att tinka.

Olikheterna i grundsynen pa vad algebra innebér bestod i att en del forskare
fokuserade pa utvecklingen fran aritmetik till algebra medan andra forskare
betonade likheterna mellan aritmetik och algebra. Det forstnimnda synsittet
innebar att eleverna kommer att behdva éndra sina uppfattningar om olika ma-
tematiska begrepp allt eftersom nya situationer uppstér (t ex Filloy & Rojano,
1989). Det andra synsittet, vilket betonade likheterna mellan aritmetik och
algebra, innebar istdllet att fokus ligger pa kontinuiteten i matematiken och
likheterna mellan de matematiska strukturerna (t ex Kieran, 1989). Aven om
grundsynen var olika mynnade diskussionerna vid ICME-5 ut i en samsyn om
att algebraundervisningen behdvde reformeras (Davis, 1985). Det som grup-
pen vid ICME-5 rekommenderade var att nyckelbegrepp i algebra behovde
identifieras och att yngre elever skulle ges mdjlighet att bygga upp en korrekt
bild av dessa begrepp. Denna process behovde individualiseras sé att varje
elev kan forsta begreppen utifran sina egna forutsittningar. Vidare skulle ele-
verna f8s att reflektera 6ver vad de gor och slutmalet kan sammanfattas med
att det skulle hjilpa eleverna framét och med tiden utveckla ett allt mer kraft-
fullt verktyg tor matematiken (Davis, 1985). Vidare rekommenderades att en
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lamplig undervisningsstrategi vore att lata eleverna upptacka matematiken ge-
nom att de sjdlva far uppfinna 16sningsmetoden istéllet for att f4 den presen-
terad for sig. Det fanns dven en samsyn om att formell algebra inte hor hemma
i tidigare skolar. Sammantaget visar detta att vid denna tidpunkt borjar ett helt
nytt forskningsomrade ta form. Att detta var nagot stort markte dven deltagare
vid konferensen och en av dessa uttryckte det med orden ”This marks the birth
of mathematics education as a serious discipline” (Davis, 1985, s. 204).

1990-talet och den moderna tidiga algebran

Processen som paborjades under 1980-talet mynnar slutligen ut i det som ses
som tidig algebra idag. Det vill sdga, att det dr ett algebraiskt tanke- och ar-
betssatt som tidigareldggs och inte den formella algebran (Blanton & Kaput,
2005; Blanton, Isler-Baykal m fl, 2019; Britt & Irvin, 2011; Cai & Moyer,
2008; Davis, 1985; Hewitt, 2014; Kaput, 2008; Kieran, 1989; 1992; Kieran m
fl, 2016). I detta sétt att tdnka algebraiskt ingar bland annat att utifran det man
redan kdnner till ta fram en hypotes, beskriva denna och dven motivera om
hypotesen &r korrekt eller ¢j (Blanton m fl, 2015; Kaput, 2008; Kieran m fl,
2016). Forskning om skolalgebra under 1980- och 1990-talen visar dven att
manga elever har problem med 6vergangen fran aritmetik till algebra (Kieran,
1981; 1992; Linchevski, 1995; Linchevski & Herscovics; 1996; Usiskin,
1988; Wagner & Kieran, 1989). Ett viktigt bidrag i denna forskning &r Kierans
(1989; 1992) studier som tydligt visar att problemen i algebra till stor del beror
pa hur aritmetik lars ut i skolan. Kieran hanf6r problemen i1 6vergéngen fran
aritmetik till algebra till en undervisningstradition i aritmetik som inte behand-
lar matematikens relationella aspekter utan enbart fokuserar pa sjédlva berdk-
ningarna (Kieran, 1989; 1992).

Betoningen av relationella aspekter av matematiken innebér en forflyttning
fran den nya matematikens strukturella sitt att nirma sig matematik till det
Cai m fl (2010) beskriver som ett funktionellt perspektiv pd matematik. Dessa
resultat leder vidare till synséttet att en forutséttning for att problem ska kunna
uppsté 1 en dvergdng mellan aritmetik och algebra &r att en sddan dvergang
overhuvudtaget existerar. Genom att inta en ny position och inte se uppdel-
ningen som given kan en annan bild av skolmatematiken framtrada. Da kom-
mer istéllet uppdelningen att te sig som artificiell (Carpenter & Levi, 2000;
Carraher m fl, 2006; Fujii & Stephens, 2001; 2008). Med artificiell avser jag
att problem i algebra inte uppstér pa grund av att det skulle finnas en 6vergéng
mellan aritmetik och algebra. Istéllet beror problemen pa att den kontinuitet
som finns i matematiken inte blir synlig pd grund av sévil missade tillfdllen
till generaliseringar som elevers felaktiga uppfattningar om matematiska be-
grepp och notationer i tidiga skolér (Carraher m fl, 2006). Bland annat visas
att uppfatta likhetstecknet som nagot som ger svaret pa nigot istéllet for att
innebéra en relation orsakar problem nér elever moter mer formell algebra
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(Cai m fl, 2005; Carraher & Schliemann, 2007; Kieran, 1981; 1989; 1992; Li
m fl, 2008).

Nér det géller generaliseringar visar Kaput (1995) att barns tidiga forsok
att generalisera sker muntligt snarare dn skriftligt med algebraiska symboler.
Hiér har larare en viktig roll genom att de bade behdver skapa och identifiera
mojligheter till generalisering i tidigare skolar. Det vill sdga, eleverna behdver
ledas till att, fran det specifika, upptécka det generella och pa sé sitt forberedas
for en mer formell algebra i framtiden. I viss man framtrader dven formali-
sering da dessa generaliseringar senare formellt kan beskrivas genom det al-
gebraiska spraket (Bastable & Schifter, 2008). Detta synsétt pa tidig algebra
leder sedan fram till Kaputs (2008) innehdllsstringar (content strands) och
grundldggande aspekter (core aspects) 1 algebra. Med avstamp 1 dessa be-
grepp utvecklar sedan Blanton m fl (2015) Algebrans stora idéer. Savil inne-
hallsstrangar och grundldaggande aspekter som Algebrans stora idéer beskrivs
ingdende 1 avsnittet Teoretiska ramar.

Det ar viktigt att understryka att tidig algebra inte innebér “algebra tidigt”
(Carraher m fl, 2008). Det vill sédga, till skillnad fran tidig algebra pa 1960-
och 1970-talet handlar den moderna tidiga algebran inte om att flytta algebra
fran hogstadiet och gymnasiet till tidiga skolér. Denna moderna syn pa tidig
algebra har fatt stort genomslag internationellt och har getts namnet “The
Early Algebra Movement” (Kieran m fl, 2016). I ndstkommande avsnitt be-
handlar jag modern forskning kring tidig algebra av relevans for denna av-
handling.

Modern forskning om tidig algebra

Det som kinnetecknar tidig algebra, som den beskrivs i den moderna forsk-
ningslitteraturen, &r att den utgér frdn elevernas kunskaper om aritmetik for
att tidigt infora ett algebraiskt tdnkande. Ett sddant arbetssatt syftar till att und-
vika en alltfor strikt dvergéng fran aritmetik till algebra och dérigenom elimi-
nera de problem som kan uppstd nir dessa matematiska omraden behandlas
separat fran varandra (Carpenter & Levi, 2000; Carraher m fl, 2006; Fujii &
Stephens, 2001; 2008). Denna forskning ar relativt ny och historiskt sett har,
som tidigare ndmnts, forskning om algebra i skolan ofta fokuserat pa svarig-
heter i sdvil specifikt algebra som matematik i allménhet (Kieran, 2007). Sva-
righeterna undersoks genom att studera de fel eleverna gor (t ex Booth m fl,
2014; Clement, 1982; Laursen, 1978; Molina m fl, 2017; Monroe, 1915). Till
exempel visar Clement (1982) hur elever felaktigt generaliserar algoritmer
och minnesregler till situationer dér dessa inte fungerar. Det vill sdga, eleverna
forsoker hitta samband mellan olika matematiska situationer, men skapar da
samband som inte existerar. Som exempel pa detta ger Clement den sa kallade

korsmultiplikationen dar %/ % berdknas genom att multiplicera i ett kors, det
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vill séga ay och bx vilket sedan ger kvoten %. Denna minnesregel riskerar att

tillimpas dven for de Ovriga rdknesétten och darmed kan till exempel felak-
tigheter som% — 5 = ay — bx uppsta (Clement, 1982).

Istdllet for att primart studera de fel eleverna gor i algebra fokuserar forsk-
ning om tidig algebra pé hur elever kan stottas i sin utveckling av algebraiskt
tdnkande. P4 sé sitt blir den formella algebran en forlingning av det eleverna
kan sedan tidigare istillet for ndgot nytt som kréver att eleverna byter tankesétt
(Kieran, 2018). Ett genomgaende resultat i denna forskning &r att barn tidigt
ar kapabla att generalisera och till viss del 4ven anvénda ett algebraiskt sym-
bolsprak (Carraher m fl, 2006; Blanton, Isler-Baykal m fI, 2019). Férutom att
visa att barn tidigt dr kapabla att generalisera visar Carraher m fl (2006) dven
mojligheter till en “algebrafiering” av aritmetik dér symboler for variabler in-
troduceras i tidiga skoldr. Bland annat visar Carraher m fl att elever i arskurs
2 kan forstd hur den vanliga tallinjen och rdakneoperationer kopplas samman
med en variabel tallinje (Figur 2) och att eleverna kan anvénda detta pa ett sétt
som innebdr att de beskriver funktioner. Den variabla tallinjen dr ddrigenom
en algebraisk generalisering av tallinjen och aritmetiska operationer vilket le-
der in eleverna till det tinkande som ligger till grund for funktionsbegreppet.

N-3 N-2 N-1 N N+I N+2 N+3

Figur 2: N-tallinje med utgangspunkt i ett godtyck-
ligt tal N (Carraher m fl, 2006)

Aven Blanton, Isler-Baykal m fl (2019) visar att elever tidigt kan anvinda sig
av det algebraiska symbolspraket, till exempel nir de ska beskriva tva samva-
rierande kvantiteter eller generella aritmetiska egenskaper som att addition ar
kommutativt. De visar dven att elever i allménhet lyckas béttre med att besk-
riva samband med hjélp av variabler &n vad de gor om de forsoker anvinda
ord for beskrivningen. Det vill sdga, dven om det 4r generaliseringar och inte
symbolspraket som dr i fokus sa innebér variabelnotationen en tillgéng till ett
kraftfullt verktyg som kan underlitta for eleverna (Blanton, Isler-Baykal m fl,
2019).

Variabler

En formell variabelnotation &r alltsa ett verktyg som kan underlétta, men som
dnda inte ar absolut nédvandigt, for tidig algebra. Aritmetiska samband kan
dven beskrivas algebraiskt utan att infora variabler (Blanton, Isler-Baykal m
fl, 2019). Exempelvis visar Bastable och Schifter (2008) att 4&ven om ldraren
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inte avser att introducera algebra i aritmetik, och ddrmed inte heller anvénder
en formell variabelnotation, sa innebér en forflyttning fran specifika aritme-
tiska situationer till generella pastdenden ett algebraiskt tinkande. Genom att
fanga upp och bygga vidare pa elevernas fragor och tankar om olika matema-
tiska koncept kan ldraren hjdlpa eleverna att upptacka generaliseringar utifran
det specifika (Bastable & Schifter, 2008; Carraher m fl, 2006). Ett ytterligare
exempel pa att anviandning av variabelnotation inte dr nédvandig for att tidigt
introducera ett algebraiskt tdinkande visar Britt och Irwin (2008; 2011) genom
att introducera eleverna till sa kallade kvasivariabler, vilka innebér att tal be-
handlas som om de vore variabler (Fujii & Stephens, 2001; 2008; Irwin &
Britt, 2005). Ett exempel pa en kvasivariabel dr talet 38 i likheten
63 — 38 + 38 = 63. Genom att beskriva att likheten &r sann dven om 38 byts ut
mot nagot annat tal behandlas 38 som om det vore en variabel, det vill sdga
att just denna likhet &r sann generaliseras till att gélla alla likheter ddr samma
tal subtraheras och adderas. Oavsett om variabelnotation introduceras eller ej
visar forskning om tidig algebra att generaliserad aritmetik (Blanton m fl,
2015), till exempel generaliseringar av aritmetiska operationer och samband,
ar en central aspekt av algebraiskt tinkande i tidiga skolar (Blanton, Isler-
Baykal m fl, 2019; Britt & Irwin, 2008; 2011; Kieran, 2018).

Variabler, oavsett om det dr en formell variabelnotation, kvasivariabler el-
ler beskrivet med ord, spelar dirmed en central roll i sdvil tidig algebra som
algebra i allménhet. I min tidigare beskrivning av variabelbegreppet listade
jag fler olika inneborder av variabler beroende pé i vilket sammanhang varia-
beln forekommer. Aven om elever kan hantera variabler med en innebérd i ett
visst sammanhang behdver inte betyda att de behdrskar variabler som har en
annan innebord (Bardini m fl, 2005). Bardini m fl visar att elever som klarar
att skriva en formel for en talf6ljd, till exempel n = 2x + 1, kanske inte tolkar
x eller n i den formeln som variabler som varierar. Istillet beskriver eleverna
variablerna i detta fall som tillfdlligt obekanta tal, dér n far ett virde sa fort x
har givits ett virde (Bardini m fl, 2005). Allmént visar Bardini m fl att eleverna
har svérigheter med att hantera variabler som betecknar ndgot obestdmbart (se
Usiskin, 1988), till exempel nér en variabel betecknar en parameter, eftersom
eleverna forvintar sig att de ska fa fram ett numeriskt resultat. Aven Ely och
Adams (2012) visar att elever ofta tolkar variabler som ett obekant tal och har
svérigheter med att forsta variabler som nagot som varierar eller som platshél-
lare, exempelvis variabler som parametrar. Dessa resultat visar séledes att
dven om eleverna klarar av att l6sa uppgifter med hjilp av algebra s& behdver
det inte betyda att de &r medvetna om de olika aspekterna av en variabel. Kil-
hamn (2014) visar att denna avsaknad av medvetenhet inte enbart giller elever
utan kan dven gélla for l4rare. Trots att ldrarna har tillrickliga kunskaper om
variabler for att kunna véxla mellan olika tolkningar av variabler och for att
kunna losa de uppgifter som finns i liroboken sa kanske de inte &r fullt med-
vetna om variablernas olika betydelser i olika sammanhang (Kilhamn, 2014).
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Att elever ofta tolkar variabler som obekanta tal och att variabelns vérde
ska réknas fram kan bero pa att elever ofta moter uppgifter som 3 + ? =7 och
dérigenom leds till att uppfatta variabler som beteckningar fér obekanta tal
(Knuth m fl, 2005). I Sverige forekommer denna typ av uppgifter genom sa
kallade luckuppgifter (Hemmi, Lepik m fl, 2019) dér det finns ett tomrum
istéllet for en symbol, 3+ =7. Dessa sorters problem gar oftast att 16sa
genom att eleverna provar 51g fram till svaret eller med hjdlp av nagon be-
rikningsstrategi. Aven i senare skoldr anviinds sidana strategier nir eleverna
ska 10sa matematiska problem eller ekvationer istéllet for att de anvinder sig
av en algebraisk strategi (Kilhamn m fl, 2019; Stacey & MacGregor, 2000).
Stacey och MacGregor drar frdn sin studie slutsatsen att denna typ av
“enkla” problem gor att eleverna inte ser ndgon poéng med inférandet av
algebra och att for dem blir algebra bara nagot som okar svérighetsgraden pé
problemet. Effekten av detta blir ddrmed att eleverna loser dessa enklare
uppgifter utan problem med hjilp av berdkningsstrategier eller genom att
prova sig fram, men far problem med ekvationsldsning i allménhet.

Ekvationslosning och likhetstecknets betydelse

Hur formell ekvationslosning introduceras i klassrummet har bland annat
undersokts av Roj-Lindberg och Partanen (2019). Deras resultat fran finska
klassrum stimmer Gverens med Stacey och MacGregors (2000) slutsatser
som jag beskrev ovan. I de uppgifter som anvéndes i de finska klassrummen
fanns det obekanta talet enbart pa en sida om likhetstecknet, dessutom oftast
pa vénster sida, medan det pa den hogra sidan om likhetstecknet fanns endast
ett tal. Det vill sdga, oavsett ldrarens intentioner si var uppgifter som skulle
16sas och tillvigagangssattet 1 klassrummet inte sadant att en allmén algebra-
isk losningsmetod var nodvéndig. Detta ar inget unikt for Finland. I likhet
med det som Rj-Lindberg och Partanen (2019) visar sa fokuserar till exem-
pel dven den sydkoreanska ldroboken® pa sammanhang dir operationerna ar
pa vénster sida om likhetstecknet (Ki & Cheong, 2008).

En allmén metod for ekvationslosning bygger pé transformationer av al-
gebraiska uttryck som bevarar likheten, det vill sdga att ekvationen omfor-
mas till en ny, ekvivalent ekvation. Det innebér att likhetstecknet d& anvands
som en symbol for en relation dér uttrycken pé bada sidor om likhetstecknet
behandlas som objekt i sig och ett eventuellt numeriskt virde &r ointressant
(Hewitt, 2012). Dérigenom far likhetstecknets relationella betydelse en fram-
tradande roll (Cai m fl, 2005; Carraher & Schliemann, 2007; Kieran, 1981;
2018; Knuth, 2005; Li m fl, 2008; Matthews & Fuchs, 2020). Som tidigare
ndmnts har manga forskare visat att elever uppfattar likhetstecknet som en
signal for att gora ndgot eller som att det betecknar resultatet av en aritmetisk
operation istillet for en symbol som betecknar en relation (Cai m fI, 2005;

6 Sydkorea har enbart en liroboksserie som dirmed anvinds av alla lirare (Pang, 2013).
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Carraher & Schliemann, 2007; Kieran, 1981; Li m fl, 2008; Pang & Kim,
2018; Renvick, 1932; Tall m fl, 2014; Theis, 2005; Vermeulen & Meyer,
2017; Vincent m fl, 2015). Detta ar inte ndgot unikt for elever i grundskolan.
Kieran (1981) visar att elever tolkar likhetstecknet pa detta sitt genom hela
skolsystemet. Aven Tossavainen m fl (2011) visar att universitetsstudenter har
en ofullstandig forstaelse av likheter. Vidare visar Kieran (1981) att ndr uni-
versitetsstudenter deriverar funktioner kan man skdnja en operationell tolk-
ning av likhetstecknet, &ven om denna dr nagot mer sofistikerad &n den tolk-
ning som elever gor i grundskolan. Att derivering ses som en operation ar
egentligen inget konstigt eftersom derivering innebdr en process dar nagot
gors med funktionen. Det kan da medfora att likhetstecknet dven i detta fall
tolkas som en operation:

1
Jxz+1=x%2+1)V2 = E(x2 +1)7Y2D, (x> + 1)
(Clement, 1980, citerad i Kieran, 1981)

Kedjan av uttryck ovan visar det som Kieran (1981) bendmner som en nagot
mer sofistikerad, men fortfarande operationell, innebdrd av likhetstecknet. Det
behover dock inte vara ndgon motsédgelse att, beroende pa situationen, tolka
ett uttryck som en process eller som ett objekt. Hewitt (2012) visar att redan
9-10 ar gamla elever kan uppvisa en flexibilitet genom att ibland tolka och
hantera uttryck som objekt i samband med ekvationslésning och ibland som
en process dar uttryckets varde ska rdknas fram i samband med att variabeln
ersitts med ett tal. Ddrmed har likhetstecknet en relationell innebord for de
eleverna atminstone i de situationer likhetstecknet méste tolkas som en relat-
ion. I en del matematiska kontexter fungerar det bade att se uttrycken pa bada
sidorna om likhetstecknet som processer och som objekt. I det sistndmnda fal-
let anvénds likhetstecknets relationella innebord for att jamfora objekten istél-
let for att behova utfora berdkningar. Det innebér vidare att eleverna behdver
vilja metod nér de 16ser dessa problem. Pang och Kim (2018) visar att elever
som &r vil fortrogna med berdkningar kan ta till berdkningar som ett sétt att
16sa ekvationer d&ven om de uttryckligen far instruktionen att inte anvinda be-
rakningar. Det vill sdga, eftersom skolmatematiken i Sydkorea bland annat
innebér stor fardighetstraning (Pang, 2013) kan eleverna da vilja en berdk-
ningsmetod fore en jaimforande metod eftersom de upplever sig trygga med
detta. Trots det dr det 4nda Over hélften av eleverna i arskurs 6 i Pang och
Kims (2018) studie som anvénder likhetstecknets relationella innebdrd for att
16sa uppgifter som47 + =48 + 76. De jamfor de tva uttrycken och kommer
dé fram till att det saknade talet maste vara ett mer dn 76 eftersom 47 ir ett
mindre dn 48. Att anvinda strukturen i likheten istéllet for att rikna fram talet

31



visar enligt Matthews m fI (2012) pa olika nivéaer av kunskap om likhetsteck-
net. Matthews m fl:s kunskapsnivéer anvénds som analytiskt verktyg i Artikel
VII vilket beskrivs mer ingdende i kapitlet Metodologi.

Samband mellan och inom matematiska omraden

Att likhetstecknet och likheters struktur anvénds i saval aritmetiska som alge-
braiska sammanhang ar ett grundlaggande exempel pa hur olika matematiska
omraden knyts ihop till en helhet. Dessa samband majliggor dven tillfallen i
undervisningen till framatblickar samt repetition av tidigare kunskaper. Det
finns bokstavligen hundratals studier som visar repetition utspridd over tid dr
battre for att befdsta kunskap dn mer koncentrerade inldrningstillfillen
(Cepeda m fl, 2006) och att detta 4ven dr en av de basta metoderna for inlér-
ning (Dunlosky m fl, 2013). Detta motiverar i sin tur forskning om hur sam-
band mellan och inom olika matematiska omraden anvénds i undervisningen.

En sédan studie genomf6rdes av Hiebert m 1 (2005) dér forskarna filmade
matematiklektioner i amerikanska klassrum i anslutning till TIMSS 1999. Stu-
dien visar att 17% av uppgifterna i de studerade klassrummen hade en formu-
lering som tyder pa att fokus ligger pa att skapa samband i matematiken. Trots
detta sa blev i princip aldrig sambanden synliga for eleverna i klassrummet.
Detta berodde pa att uppgifterna istéllet oftast arbetades med pa ett sidant sétt
att det blev rena procedurer i fokus utan anknytning till tidigare studerade ma-
tematiska omraden (Hiebert m fl, 2005). Givvin m fl (2019) visar liknande
resultat. [ denna studie visas hur ldrare i algebraundervisningen fokuserar pa
formalia och vad som kan ses som regler och inte knyter an till elevernas tidi-
gare matematiska erfarenheter. Darmed bortses fran kopplingar som kan goras
mellan algebra och aritmetik.

Aven i svensk forskning finns resultat i linje med detta. Kilhamn m fl
(2019) visar bland annat hur ldrare lagger tyngdpunkten pé de enskilda upp-
gifterna samt de berdkningar som genomfors, vilket till exempel innebér att
varje ekvation behandlas som om den vore unik. Darmed blir det upp till ele-
verna sjdlva att generalisera utifrdn de enskilda fallen och pd egen hand upp-
ticka de samband som finns. Som tidigare nimnt visar Clement (1982) att om
eleverna ldmnas sjilva med att uppticka sambanden kan de skapa icke-existe-
rande och felaktiga samband. Kilhamn m f1 (2019) visar &ven hur larare utifran
berdkningssituationer leder eleverna fram till variabler, men att uppgiften da
ar s pass enkel att det inte finns nigon anledning for eleverna att anvénda sig
av variabler. Detta &r i linje med Staceys och MacGregors (2000) slutsats att
eftersom uppgifterna enkelt gar att 16sa med aritmetiska resonemang eller ge-
nom att prova sig fram med olika virden blir algebra ndgot som gor uppgif-
terna mer komplicerade istillet for ett hjilpande verktyg.

Ett konkret exempel pd samband i matematiken i tidiga skolér dr samban-
den mellan de fyra rdknesitten, vilket &ven 4r en av punkterna i det centrala
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innehéllet i Lgr11 (Skolverket, 2019). Brating (2019) papekar att i Lgrl1 po-
dngteras sérskilt de olika rikneséttens tillimpningar i olika situationer. Dér-
med skulle tyngdpunkten kunna hamna mer pa val av metod 4n de strukturella
sambanden mellan raknesdtten. Att explicit skriva fram rdkneséttens inbordes
relationer i laroplanen &r inte unikt f6r den svenska laroplanen. Till exempel
finns liknande formuleringar i bade den finska och den estniska ldroplanen
(Hemmi m {1, 2020). Hemmi, Lepik m fl (2019) visar daremot att det &r skill-
nad pé hur dessa inbordes relationer behandlas i larobocker for de tidigaste
skolaren i Sverige, Finland (finska respektive finlandssvenska) och Estland.
Resultaten visar att laromedlen i Estland och de finska laromedlen lyfter fram
prioriteringsreglerna i arskurs 2 och anvinder rakneséttens inversa operationer
vid informell ekvationslésning. Detta dr exempel pa hur Estland tydligt ar in-
fluerat av den sa kallade Davydovskolan (se Davydov 1990; 2008) och dven
att vissa saddana drag kan skonjas i finska laromedel. Daremot forekommer
inte detta i1 de finlandssvenska eller de svenska larobockerna, istillet anvands
rakneséttens inversa egenskaper i samband med talfamiljer. De pavisade skill-
naderna mellan de finska och de finlandssvenska ldiromedlen starker &ven Pe-
hkonen m fl:s (2018) resultat. Pehkonen m fl visar att det finns skillnader i
elevers resultat och larares relation till liromedel beroende pé vilken sprak-
grupp eleverna tillhor, vilket alltsa delvis kan bero pa ldromedelsskillnader
(Hemmi, Lepik m {1, 2019).

Aven ménster 4r exempel pa samband genom det faktum att mdnstrets po-
sitioner stér i relation till varandra (Resnik, 1981), det vill sdga det finns ett
samband mellan monstrets olika positioner. Istillet for att uppticka och an-
vianda samband mellan olika matematiska omraden handlar arbete med mate-
matiska mdnster om att uppticka och beskriva monster i exempelvis en tal-
foljd. Monster dr ddrigenom dven grundlidggande for ett funktionellt tinkande
(Blanton, Isler-Baykal m fl, 2019; Cai m fl, 2010; Carraher & Schliemann,
2019). Eftersom funktionellt tinkande &ven utgér en egen stor idé beskrivs
detta mer ingdende i nista kapitel Teoretiska ramar.

Bréting (2019) visar att monster ar relativt nytt i den svenska ldroplanen i
och med att monster finns som centralt innehall i Lgr11 for sivil arskurs 1-3
som 4-6, men uttrycks inte explicit i den tidigare ldroplanen Lgr80. Eleverna
ska sévil konstruera som beskriva och uttrycka monster i form av talféljder
som geometriska monster. Aven den finska liroplanen behandlar ménster till
viss del 1 dessa arskurser (Hemmi m fl, 2020). Till skillnad fran den svenska
laroplanen uttrycks inte att monstren ska beskrivas. Istéllet ska eleverna upp-
tiacka regelbundenheter och fortsétta talféljder utifran denna regelbundenhet.
Eftersom en viktig del i ett funktionellt tinkande &r att uttrycka och beskriva
monster (Blanton, Isler-Baykal m fl, 2019) visar detta pé att den svenska la-
roplanen ligger nirmare det som innebar ett funktionellt tinkande &n vad den
finska liroplanen gor. Annu ldngre bort frin ett funktionellt angreppsitt pa
matematiken (Cai m fl, 2010) ligger den estniska ldroplanen dar monster inte
forekommer alls (Hemmi m f1, 2020).
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Hur eleverna arbetar med monster &r alltsé viktigt for att ett funktionellt
tdnkande ska forekomma. Darmed hamnar en generell beskrivning och gene-
raliseringar av monster i forgrunden ur detta perspektiv. Som tidigare ndmnt
visar Blanton, Isler-Baykal m I (2019) att elever lyckas battre med att besk-
riva samband med hjélp av variabler 4n med ord. Detta dr i linje med Rein-
hardtsens (2020) doktorsavhandling som visar att elever infor algebraiska no-
tationer forst mot slutet av generaliseringsprocessen. Reinhardtsens avhand-
ling dr en del av det mer omfattande VIDEOMAT-projektet, vilket nyligen
har resulterat i en bok med titeln Encountering Algebra (Kilhamn & Sil;jo,
2019). Vidare visar Reinhardtsens (2020) resultat att de algebraiska uttrycken
konstrueras genom att basera dessa pa de aritmetiska uttryck eleverna har
skapat for enskilda positioner i monstret. Det vill sidga, eleverna generaliserar
fran ett aritmetiskt sammanhang till algebra. Denna typ av generalisering ut-
gor dven kdrnan i den stora idén GA, vilket dr en central del av avhandlingens
Teoretiska ramar.

Avslutande kommentarer och sammanfattning

Jag inleder kapitlets sammanfattning med att papeka att det absolut viktigaste
att ha med sig fran denna bakgrund och tidigare forskning &r f6ljande: tidig
algebra &r inte algebra tidigt (Carraher m fl, 2008). Tidig algebra handlar om
att infora ett algebraiskt tdnkande i tidiga skolar som mojliggor att matemati-
ken sitts ihop till en helhet istdllet for att det ska uppkomma problem i en
overgang mellan aritmetik och algebra (Carpenter & Levi, 2000; Carraher m
fl, 2006; Fujii & Stephens, 2001; 2008; Kieran 1989; 1992). For att detta verk-
ligen ska ske behdver ldrare identifiera tillfallen for tidig algebra och genom
dessa tillfallen ge eleverna mojlighet till att generalisera utifran aritmetiska
sammanhang (Carraher m fl, 2006). Flera studier visar ddremot att dessa till-
fallen gér forlorade da lararen inte utnyttjar de mojligheter som uppstar (Giv-
vin m fl, 2019; Kilhamn m fl, 2019).

Vidare betonas bland annat att monster i tidiga skoldr dr nagot som bor
lyftas fram som en del av tidig algebra (Blanton, Stroud m fl, 2019; Carraher
& Schliemann, 2019). I till exempel den estniska ldroplanen finns inte monster
uttryckligen med i tidiga skolar (Hemmi m f1, 2020), vilket visar att det inte
bara finns ett sdtt att infora tidig algebra. Savél Finland som Estland lyfter
fram raknesattens inversa relationer och dessa relateras dven tydligt till ekvat-
ionsldsning i1 Estland. Sammantaget visar Hemmi m f1 (2020) att Estlands 14-
roplan &r i linje med Davydovliroplanen (se Davydov, 1990; 2008) vilket ar
ett mer strukturellt séitt (Cai m fl, 2010) att ta sig an matematiken. I arbetet
med detta avsnitt har jag dven sokt efter forskning om tidig algebra i fler lander
an de lander som jag beskrivit forskning om eller frén. Ett allmént problem i
detta sokande &r att hur tidig algebra genomfors i praktiken &r ett relativt obe-
forskat omrade i manga ldnder. Sverige och dven resten av Norden ar inget
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undantag till detta, &ven om forskning angdende skolalgebra finns. Ett exem-
pel pa sddan forskning dr det ovan ndimnda VIDEOMAT-projektet. I detta
projekt jamfors klassrumsstudier i Finland, Norge, Sverige och USA dar ele-
verna &r i dldersspannet 11-13 ar. De elever som studeras i VIDOEMAT-pro-
jektet i Sverige tillhor arskurs 6-7, det vill sdga den absolut 6versta delen av
det aldersspann pa elever som jag studerar i denna avhandling. Aven om
VIDEOMAT-projektet innebar ett viktigt bidrag till nordisk forskning om
skolmatematik har jag valt att inte ga in pa det projektet mer an ytligt da saval
elevernas alder och projektets inriktning till stor del ligger utanfor denna av-
handlings fokusomrade.

Det finns relativt mycket forskning om skolmatematik i de nordiska l4n-
derna (Sriraman m fl, 2010), men da inte specifikt om tidig algebra. Det gar
att hitta masteruppsatser eller sjdlvstdndiga arbeten om tidig algebra i Norden,
men det finns fa vetenskapliga artiklar och doktorsavhandlingar om tidig al-
gebra i praktiken i de nordiska landerna. Det ska papekas att det finns artiklar
av forskare fran de nordiska landerna som beskriver tidig algebra i allménhet
(t ex Kaas, 2019), men dessa behandlar inte specifikt tidig algebra i de nor-
diska linderna. Aven forskning om matematik i tidiga skolar inspirerad av
Davydov forekommer i Sverige (t ex Eriksson & Jansson, 2017), men da Da-
vydov mycket forenklat snarare innebar algebra tidigt én tidig algebra har jag
valt att inte ga in djupare pa detta.
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Teoretiska ramar

Vigen till matematiska insikter dr séllan rak, men tack vare matematikens lo-
giska struktur och sprak utvecklas med tiden hur begrepp och satser presente-
ras och bevisas. Presentationerna av matematiska idéer, begrepp och satser
blir mer koncisa och rensade frdn onddiga forklaringar (Tzanakis &
Thomaidis, 2000). Freudenthal (1983) beskriver att detta far som foljd att nar
en matematisk idé publiceras s& beskrivs den inte pa det sitt som den upptick-
tes. Detta innebér att sjdlva upptéacktsresan, med alla dess villovégar, inte syns
utan det dr en ’ren” form av matematiken som presenteras. En sddan tillratta-
lagd matematik kan paverka skola och ldromedel pa ett sétt som Freudenthal
(1983, p. IX) beskriver som antididaktiskt och han argumenterar for att lata
elever uppleva denna matematiska process. Det innebar till exempel att utifran
tillgdnglig fakta beskriva hypoteser, prova dessa, bevisa eller motbevisa. Om-
formulera hypotesen efter de nya insikterna och aterigen forsoka bevisa eller
motbevisa. Ingenstans dr vigen till det slutliga resultatet utstakad. Det Freu-
denthal argumenterar for ligger i linje med den tidiga algebra som beskrivs i
denna avhandling.

Som jag tidigare beskrivit har denna avhandling tagit sitt avstamp i gene-
raliserad aritmetik, GA, en av Algebrans stora idéer. GA innebér bland annat
ett fokus pa att undersoka samband, beskriva hypoteser, generalisera upptack-
ter — det vill séga att & uppleva den uppticktsresa som Freudenthal (1983)
beskriver. I enlighet med detta och att avhandlingen fokuserar pa en koncep-
tuell kunskap (Hiebert & Lefevre, 1986) fungerar Algebrans stora idéer som
ett ldmpligt teoretiskt ramverk for denna avhandling. Ddrmed kommer detta
kapitel att bestd av tvad huvudavsnitt, Konceptuell och procedurell kunskap
samt Algebrans stora idéer. 1 det forstnimnda avsnittet beskrivs vilken sorts
matematisk kunskap som det teoretiska ramverket avser att belysa och i det
efterfoljande avsnittet beskrivs det teoretiska ramverket. Darefter kommer va-
let av Algebrans stora idéer som teoretiskt ramverk diskuteras, vilket &ven blir
avslutningen pa detta kapitel.

Konceptuell och procedurell kunskap

Inom matematikdidaktisk forskning finns inte en enhetlig syn pé vad som &r
matematisk kunskap (Copur-Genturck, 2015). Jag utgér i denna avhandling
frén en syn pa matematisk kunskap som har likheter med att matematik ses
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som ett tudelat &mne dér de bada delarna samverkar. Den forsta delen utgors
av den formella matematiken som innehaller bland annat bevis, samband mel-
lan matematiska omraden och begrepp samt en dvergripande logisk struktur.
Den andra delen bestar av matematiska berdkningar, det vill sdga att utfora
operationer for att till exempel berdkna vérdet pa uttryck eller for att 16sa ek-
vationer. Eftersom denna avhandling handlar om tidig algebra kommer tanke-
och forhallningssatt till centrala matematiska begrepp och idéer att hamna i
forgrunden. Detta tangerar det som Hiebert och Lefevre (1986) bendmner som
konceptuell kunskap och det som Skemp (1976) kallar relational understan-
ding” (se dven Star, 2005) och dér den andra delen av matematiken motsvaras
av procedurell kunskap (Hiebert & Lefevre, 1986).

Konceptuell matematisk kunskap innebér att olika matematiska omraden,
begrepp och berdkningsprocedurer lankas samman till en enda helhet (Hiebert
& Lefevre, 1986; Rittle-Johnsson & Alibali, 1999; Skemp, 1976). Konceptuell
kunskap refererar alltsa aldrig till isolerade delar av information (Hiebert &
Lefevre, 1986) utan ar alltid kopplad till ndgon annan information. Ett exem-
pel péa sadan kunskap ges av Skemp (1976) genom exemplet att en cirkels
omkrets kan berdknas genom formeln O = nd. Formeln i sig &r ingen koncep-
tuell kunskap, men i denna formel doljs bland annat proportionalitet. Ddrmed
kan formeln for cirkelns omkrets knytas till proportionalitet och proport-
ionalitet kan i sin tur kopplas till likformighet och skala, linjdra funktioner och
manga andra matematiska omraden. Genom denna sorts kunskap blir det da
lattare att generalisera det man redan har lért sig till andra matematiska omra-
den och l6sa problem som inte dr standarduppgifter (Skemp, 1976).

Procedurell kunskap’ kan stillas i kontrast till konceptuell kunskap. Proce-
durell kunskap innebér att kunna utféra nagot utan att for den skull nédvén-
digtvis forsta vad det 4r man gor eller varfor det fungerar (Hiebert & Lefevre,
1986; Skemp, 1976). Ett tydligt exempel pa procedurell kunskap é&r att ldra sig
multiplikationstabellerna. Det gar att memorera multiplikationstabellerna utan
att ha ndgon som helst kunskap om vad multiplikation innebar. Procedurell
kunskap kan saklart ha sina fordelar eftersom det dr enkelt och rakt pa sak”.
Det vill sdga, det kan g snabbt att ldra sig att utfora en metod och darigenom
omedelbart kunna fa fram ratt svar pa uppgifterna i laroboken. P4 sa sitt blir
det tydligt for eleven att denne har lart sig nagot och eleven féar en kénsla av
framgéng, vilket inte ska underskattas (Skemp, 1976). Dessutom dr det mindre
kunskap involverad i l6sningsprocessen (Skemp, 1976) och den kan darmed
vara mycket effektiv. Som exempel pa detta tar jag berdkningen 7 + 5, dér jag
bara ”vet” att summan dr 12. Innan denna berdkning dr automatiserad kan ele-
ven behova ga via taluppdelning, dédr dven den associativa lagen finns dold i
berdkningen, det vill sdga 7+ 5=7+3+2)=(7+3)+2=10+2=12. In-
nan 7+ 5 =12 &r inldrt kan ddrmed en mer komplicerad berdkning behova
utforas; en berdkning som bygger pé en stérre matematisk helhet &n vad som

7 Skemp (1976) betecknar detta som “instrumental understanding”.
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kréavs for att kunna hantera specialfallet 7 + 5. Exemplet visar att det inte alltid
ar onskvirt att det ar konceptuell kunskap som tillimpas. Ibland behdver be-
rakningar utforas snabbt och effektivt och i1 dessa fall blir det onddigt om-
standligt att gd via konceptuell kunskap istdllet for att rdkna direkt utan att
behdva reflektera 6ver vad som utfors.

Aven om procedurell kunskap kan ses som att det stér i kontrast till kon-
ceptuell kunskap behdver inte det ena utesluta det andra (Skemp, 1976, Star,
2005). Att enbart forlita sig pa procedurell kunskap kan dessutom gora att ma-
tematiken blir svérare, vilket till synes ar en motsdgelse mot min beskrivning
ovan att procedurell kunskap &r enkel. Enskild procedurell kunskap &r enkel,
men eleven behdver da ldra sig proceduren for varje problemsituation. Om jag
aterigen tar upp exemplet med proportionalitet skulle detta innebéra att eleven
lar sig anvdnda formler for likformighet i geometrin, tre olika metoder for att
rikna procent (beroende pa om det dr “hela”, ’delen” eller “andelen” som ef-
terfragas) och ytterligare tre metoder for berdkning med skala (fragas det efter
”skalan”, “’verkligheten” eller ”bilden”). Med konceptuell kunskap som ut-
gangspunkt hor alla dessa fragor ihop och eleven skulle i sé fall kunna tillimpa
proportionalitet i alla dessa situationer och inte behdva lira sig en metod for
varje situation. En sddan konceptuell kunskapssyn genomsyrar denna avhand-
lings teoretiska ramverk, Algebrans stora idéer.

Algebrans stora idéer

Algebrans stora idéer har utvecklats och finslipats under flera ar och é&r fortfa-
rande under bearbetning. En tidig version av dessa finns i Blanton m 1 (2011),
vilket efter bearbetning mynnade ut i de fem stora idéer som presenteras i
Blanton m fI (2015). I denna avhandling utgar jag fran Blanton m fl (2015)
dér Algebrans stora idéer beskrivs som:

e EEEI — Ekvivalenser, Uttryck (Expressions), Ekvationer och Olik-
heter (Inequalities)

GA — Generaliserad Aritmetik

FT — Funktionellt Tédnkande

VAR — Variabel

PR — Proportionellt Resonemang

Exakt vad dessa innebdr kommer att forklaras senare i detta avsnitt. De stora
idéerna har i sin tur sitt ursprung i det som Kaput (2008) identifierar som tre
innehéllsstrangar (content strands) i algebra. Med algebraiska innehalls-
strangar avses matematiskt innehall dar algebraiskt tinkande anvéinds (Blan-
ton, Isler-Baykal m fl, 2019) och de tre strangar som Kaput (2008) identifierar
ar:
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1. Studier av de strukturer och system som har sitt ursprung i berék-
ningar och relationer, inklusive de som finns i aritmetik och i resone-
mang med kvantiteter.

2. Studier av funktioner, relationer och kvantiteter som samvarierar.

3. Tillimpningar av saval inommatematiska som utommatematiska mo-
delleringar.

Utover dessa tre innehallsstrangar kan dven tva grundldggande aspekter (core
aspects) av algebra identifieras. Bada dessa aspekter dr inforlivade i var och
en av de tre innehéllsstrangarna och kan darigenom ses som centrala for all
algebra (Kaput, 2008). Min syn pa den forsta av dessa aspekter &r att den utgar
fran algebra som ett systematiskt sétt att uttrycka generaliseringar av bland
annat monster, samband och begransningar. Ett exempel pa detta &r att besk-
riva den distributiva lagen genom a(b + c¢) = ab + ac. Den andra aspekten tol-
kar jag pa motsvarande sdtt som att se pa algebra som ett formellt sprak dar
dess syntax styr hur vi for resonemang kring generaliseringar och genom
denna styrning dven hjélper oss med hur vi kan arbeta med generaliseringar.
Inom denna aspekt ryms bland annat manipuleringar av algebraiska uttryck,
till exempel genom att anvinda den distributiva lagen och omvandla uttrycket
2(x + 3) till det ekvivalenta uttrycket 2x + 6. Att dessa aspekter av algebra
ryms inom de olika innehéllsstringarna — och att det dr innehallsstrdngarna
som ligger till grund for Algebrans stora idéer — innebér dé dven att manipu-
leringar av algebraiska uttryck inte finns med bland de stora idéerna. Manipu-
lering av uttryck ska diarmed ses som ett hjdlpmedel for att kunna utfora det
som ryms inom dessa stora idéer. Likasd finns inte heller den algebraiska be-
skrivningen av ett samband, till exempel den associativa lagen, i sig med som
en stor idé utan blir pd motsvarande sitt ett verktyg for att uttrycka sig inom
respektive stor idé.

Tanken bakom att lyfta fram vad som kan ses som stora idéer inom algebra
kan beskrivas som att forsoka sitta fingret pd vad som ar algebraiskt tinkande
i skolmatematiken. Darigenom lyfts blicken fran det rent tekniska arbetet med
bland annat manipuleringar av algebraiska uttryck, vilket ar vanligt forekom-
mande inom skolalgebran (Kieran, 2007). Med utgingspunkten att de stora
idéerna &r ett sétt att synliggora vad som r algebraiskt tinkande behdver dessa
idéer inte heller vara helt disjunkta — viss 6verlappning kan finnas utan att det
for den skull paverkar nidgot i ramverket. Detta &r nadgot som lyfts fram i Arti-
kel VI dir den stora idén variabel (VAR) inte anvénds som en separat stor idé
pa grund av att den alltid forekommer tillsammans med nigon annan stor idé
och dirmed omojlig att studera separat. Det bor 4ven noteras att detta &r i linje
med interventionsstudien i Blanton m 1 (2015). Dér behandlas VAR teoretiskt
som en egen stor idé, men vid genomforandet av lektionerna sé integrerades
koncept kopplade till VAR till lektioner rérande 6vriga stora idéer dér det var
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lampligt. Efter att Artikel VI publicerades har Blanton vidareutvecklat Alge-
brans stora idéer och da dven tagit bort variabel som en separat stor idé (Blan-
ton, Isler-Baykal m fl, 2019).

Likasa kommer inte alla stora idéer att finnas synliga hela tiden. Aven om
det i matematiken i tidigare skolar enkelt gar att hitta vissa av de stora idéerna
sd kommer andra stora idéer att inte alls vara narvarande. I Artikel VI lyfts tva
argument fram varfor proportionellt resonemang (PR) inte ar tydligt synligt i
de tidigare skoldren. For det forsta beror det pa att PR involverar tva genera-
liserade kvantiteter och detta finns inte med i den svenska laroplanen fore ars-
kurs 7-9. I de tidigare skolaren &r proportionalitetsuppgifter ofta av formen
”Anna har 7 kronor. Beata har dubbelt s& mycket pengar som Anna. Hur
ménga kronor har Beata?” Aven om det #r ett proportionellt samband finns
hir en kidnd kvantitet (7 kronor) och ddrmed bara en generaliserad kvantitet
(Beatas okdnda antal kronor), vilket gor att detta inte helt kan placeras under
den stora idén PR. For det andra, de proportionella samband som behandlas i
arskurs 1-6 tiacks vél av den stora idén funktionellt tinkande (FT). I dessa ars-
kurser ar det, betrdaffande funktioner, uteslutande linjdra funktioner som be-
handlas och dessa uttrycks ofta i ordalydelser som beskriver en proport-
ionalitet. Aven Blanton, Isler-Baykal m fl (2019) beskriver hur PR inte fram-
trader i deras arbete med att ta fram det de kallar for “early algebra learning
progression” for arskurs 3-5, vilket bland annat inkluderar lektionsuppligg
och deras respektive ordning. Darfér har inte Blanton, Isler-Baykal m fl
(2019) heller med PR i sin modell for tidigare skolér. Detta gor att de ur-
sprungliga fem stora idéerna i princip har reducerats ner till tre, 4tminstone
nér det ror tidig algebra.

De tre didaktikartiklarna i denna avhandling (Artiklar V, VI och VII) tar
sitt avstamp i dessa tre stora idéer: ekvivalenser, uttryck, ekvationer och olik-
heter (EEEI), generaliserad aritmetik (GA) samt funktionellt tinkande (FT).
Aven om fokus frimst ir pA EEEI, GA och FT si kommer hirnist alla fem
stora idéer att forklaras for att fa en helhetsbild av de stora idéerna som ram-
verk.

Stor idé 1: EEEI — Ekvivalenser, uttryck, ekvationer och
olikheter

De fyra begreppen i rubriken for denna stora idé forklarades i detalj 1 avsnittet
Centrala begrepp. Begreppen i sig ger intuitivt en god bild om vad EEEI hand-
lar om. Trots detta doljs ytterligare viktiga detaljer i dessa begrepp. Den
kanske viktigaste detaljen, vilket rent utav kan ses som kérnan i denna stora
idé, dr matematiska relationer. Detta innebér dven att denna stora idé tar sitt
avstamp 1 Kaputs (2008) andra innehallsstring. Jag inleder med en kort for-
djupning av begreppet ekvivalens ur ett relationellt perspektiv.
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I beskrivningen av ekvivalenser under rubriken Centrala begrepp anvéindes
kongruens (modulorékning) och likformighet i geometri som exempel pa ek-
vivalenser. Dessa exempel illustrerar att EEEI inte bara finns inom algebran
utan finns dven nirvarande i savil aritmetiska som geometriska sammanhang.
Det som é&r kdrnan i de exemplen &r att ekvivalensen &r en relation mellan
objekt och det &r hir likhetstecknets betydelse kommer in i bilden. En likhet
eller olikhet &r inget annat &n en relation mellan tva objekt. Alltsa blir likhets-
tecknets betydelse mycket centralt for denna stora idé. Ett exempel pa en upp-
gift om likhetstecknets betydelse &dr att lata en elev forklara om likheten
73 +48 =75+ 46 &r sann eller falsk. Om eleven réknar ut vénsterledet och
hogerledet var for sig, det vill sdga 73 + 48 = 121 och 75 + 46 = 121, och dér-
efter drar slutsatsen att likheten &r sann eftersom 121 = 121 sé har eleven visat
att den forstar att likhetstecknet ar en relation, vilket faller in under EEEI. Att
likheten ar sann gér dven att avgora enbart genom att fokusera pé strukturen
och egenskaper hos talen, i detta fall den associativa lagen. Genom att flytta 2
fran 48 till 73 fas 75 + 46 dven i vénsterledet. Eftersom det da &r exakt samma
uttryck péa bada sidor om likhetstecknet maste likheten vara sann. Det andra
angreppsattet kriver en hogre kunskapsniva &n det forsta (Matthews m fl,
2012; se dven Tabell 4, s. 61). Hiar syns &ven hur en ekvivalens,
73 +48 =75+ 46, genom att flytta 2 fran 48 till 73, omformas till en likhet
75 +46 =75 + 46. Detta motiverar att vi talar om en likhet nér uttryck repre-
senterar samma objekt, &ven om uttrycken i sig inte &r identiska.

Genom att arbeta med uppgiften 73 + 48 =75 + 46 pa ett mer fordjupande
sétt kan dven den stora idén GA framtridda. Jag kommer ateranvénda den hér
uppgiften senare for att visa pd ett tankesitt som kan kategoriseras som GA.

Likhetstecknets betydelse och ekvivalenser spelar &ven en avgoérande roll
for ekvationer. Eftersom likhetstecknet avser en relation dir uttrycken pa re-
spektive sida av likhetstecknet betecknar samma objekt innebér det att alla
operationer som gors vid 16sning av denna ekvation behdver bevara likheten.
Detta dr aterigen ett exempel pd ekvivalens. Om vi omformar uttrycken si att
likheten bevaras har vi fatt en ny ekvation som &r ekvivalent med den ur-
sprungliga ekvationen. Denna omformning, eller manipulering, av uttryck &r
ett exempel pa den andra grundlidggande aspekten av algebra (Kaput, 2008)
som finns inbyggt i denna stora idé. For att tydliggora detta tar jag ekvationen
3x + 7 =x + 9 som ett exempel. Genom att subtrahera x fran bade vénster- och
hogerled bevaras likheten och vi far den ekvivalenta ekvationen 2x +7 =9.
Subtrahera sedan 7 fran bada led och slutligen dividera bada leden med 2 for
att fi en kedja av ekvivalenta ekvationer:

3x +7=x+9. Subtrahera med x 1 bada leden for att fa
2x + 7 =9. Subtraktion med 7 1 bada leden leder fram till
2x = 2. Division med 2 i bada leden ger slutligen

x=1

el S
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Har har vi fyra ekvivalenta ekvationer. Det som dr gemensamt for alla fyra
ekvationerna &r att de har samma rétter (i detta fall enbart en rot, x = 1). Den
ovéasentliga informationen i denna ekvivalensrelation &r sur ekvationen ar ut-
tryckt. Ekvationslosning skulle med detta tankesétt beskrivas som att ta fram
ekvivalenta ekvationer, vilka skrivs pa en alltmer enklare form, dnda tills vi
kan avldsa ekvationens rotter. Detta tankesitt innebédr darmed att en ekvation
inte dr ndgot att “rdkna ut”. Istéllet kan det sdgas att en ekvation analyseras
(Blanton m fl, 2015). Utifrén slutsatserna av denna analys tas ekvivalenta ek-
vationer fram tills det blir en s enkel ekvation att rotterna kan avlésas explicit.
Detta visar dven tydligt skillnaden mellan grundlaggande aspekter av algebra
och innehéllsstrangar (Kaput, 2008). Berdkningar och manipuleringar dr en
del av dessa grundldggande aspekter som anvdinds inom en innehallsstrang. 1
detta fall i syfte att ta fram ekvivalenta ekvationer och slutligen hitta ekvat-
ionens rotter. Detta exempel visar dven pa vikten av att arbeta med olika for-
mer av matematiska relationer och att verkligen forstd vad en sadan relation
innebér. EEEI fokuserar pa precis detta och kommer dé innefatta en uppsjo
med olika tekniker och formagor, men ddr den gemensamma namnaren ar att
dessa dr en konsekvens av de olika matematiska relationerna.

Det avslutande ordet i rubriken for denna stora idé ér olikheter. Aven olik-
heter ar en relation och kan beskrivas pa liknande sitt som likheter beskrivs
ovan. Som tidigare har nimnts beskrivs en likhet som en relation dir tva objekt
ar identiska och dé &r alltsd en olikhet en relation dér tva objekt inte ar iden-
tiska (Kiselman & Mouwitz, 2008). P4 motsvarande sétt som vi kan konstru-
era ekvationer med hjélp av tva uttryck i en likhet sa kan &ven ekvationer kon-
strueras med hjilp av en olikhet. Denna typ av ekvationer kallas dock inte for
ekvationer utan for just olikheter (Kiselman & Mouwitz, 2008). Slutsatsen blir
att dven hir kan ekvivalenta olikheter konstrueras énda tills den resulterande
olikheten &r sé enkel att rotterna framgér explicit.

I denna ovan gjorda beskrivning framkommer hur ekvivalenser spelar en
central roll inom matematiken och hur de genomsyrar denna stora idé. For att
forsta ekvivalenser behovs en forstaelse for relationer och darmed, vilket
ovanstdende beskrivning visar, dr likheter och olikheter mycket centrala.
Bland annat kommer da f6ljande punkter att inkluderas i EEEI (Blanton m fl,
2015):

e Lodsning av "luckuppgifter”, till exempel 3+ 8= +5.

e Tolka likheter och olikheter och avgéra om de &r sanna eller falska.

e Anvinda algebraiska uttryck for att beskriva matematiska mo-
deller.

e Tolka matematiska uttryck givet en kontext.

e Forstd att symbolen = star for en relation.

e Analysera en ekvation for att bestimma dess rotter.

42



Stor idé 2: GA — Generaliserad aritmetik

Aterigen ger rubriken en god bild av vad denna stora idé handlar om, det vill
sdga att algebran tar avstamp i aritmetiken. GA inkluderar bland annat aritme-
tikens struktur och egenskaper hos talen. Algebra kan i detta sammanhang an-
vandas for att 1) resonera kring strukturer hos aritmetiska uttryck samt 2) ge-
neralisera aritmetiska samband. Detta kan ses som de huvudsakliga delarna
av GA (Artikel V). Det vill sdga, resonera om, beskriva och generalisera dessa
strukturer och egenskaper. I denna kortfattade beskrivning av GA syns det
tydligt att generaliserad aritmetik har sitt ursprung i Kaputs (2008) forsta in-
nehallsstrang.

For att tydliggora vad Blanton (2015) avser med GA tar jag upp nagra ex-
empel. Jag borjar med exemplet som anvandes for att forklara en del av EEEI.
Den exempeluppgiften handlade om att avgéra huruvida likheten
73 +48 =75 + 46 dr sann eller falsk. Som jag forklarade ovan sa gar detta att
avgora enbart genom att betrakta strukturen och genom att flytta 2 fran 48 till
73 for att fa 75 + 46 dven i vénsterledet. I denna omflyttning anviands egentli-
gen den associativa lagen, a + (b + ¢) = (a + b) + ¢, vilket i1 detta fall kan be-
skrivas med: 73 +48 =73 + (2 + 46) = (73 + 2) + 46 = 75 + 46. Har har alltsa
egenskaper hos talen och uttryckets struktur anvénts for att dra en slutsats om
att utsagan ér sann, utan att behova rékna fram respektive uttrycks vérde. Ta-
len i utsagan har anvénts pa ett sitt som liknar hur variabler anvinds, det vill
séga talen kan ses som kvasivariabler (Carpenter & Levi, 2000; Carraher m fl,
2006; Fujii & Stephens, 2001; 2008). I nésta steg kan detta byggas vidare pa
for att generalisera exemplet. Om bada leden bestér av additionsuttryck med
tva termer, hur gar det dé att avgéra om likheten ar sann eller falsk utan att
rakna ut virdet av uttrycken? Detta kan beskrivas med ord, till exempel “om
det gar att flytta ett visst antal frdn den ena termen till den andra termen och
d& f4 samma uttryck som pa andra sidan likhetstecknet s& ar likheten sann”.
Det ér en ganska lang beskrivning s& hir kommer det algebraiska symbolspra-
ket verkligen till sin rétt. Istéllet for den langa meningen gér detta att beskriva
genom “en likhet pd formen a + b = (a — x) + (b + x) ar sann”. Bade beskriv-
ningen med ord och den kortare algebraiska beskrivningen &r exempel pa en
generalisering av ett aritmetiskt samband. Detta innebér att innan elever har
lart sig det formella symbolspriket &r det mojligt att uttrycka generaliseringar
med ord. Aven om de algebraiska symbolerna #r utelimnade ir det inda ge-
neraliserad aritmetik. Exemplet visar alltsa pa en mgjlighet att analysera in-
formation och utifrdn denna analys ta fram en hypotes och beskriva denna med
ord och/eller variabler.

Ett annat exempel pé algebra som generaliserad aritmetik &r att undersoka
vad som hénder vid subtraktion av ett tal med sig sjélvt. Aven hir ir det littare
att uttrycka den generella egenskapen med symboler, till exempel genom
a—a=0. En variant pd denna uppgift dr att ge eleverna likheten a —a =0
istéllet for att de sjélva ska konstruera denna beskrivning av sambandet. |
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denna variant av uppgiften ska eleverna istillet tolka vad den upprepade vari-
abeln a innebér i detta sammanhang. Det vill sdga, utifran denna likhet besk-
riva att utsagan betyder att ett tal subtraherat med sig sjélvt &r 0.

Utover dessa exempel finns det manga andra aritmetiska egenskaper som
kan undersdkas och generaliseras. Ett antal sddana uppgifter anvédnds i det
prov som elever genomfor i studien som analyseras i Artikel VII i avhand-
lingen. En av uppgifterna, som inte analyserades i artikeln pa grund av arti-
kelns begransade omfang, exemplifierar en sddan aritmetisk egenskap:

17 + 12 =29 éar sant.
Ar 17 + 12 + 8 =29 + 8 sant eller falskt?

Hur vet du det?

Har &r tanken att det finns mojlighet att identifiera en generalisering som kan
tillimpas 1 det specifika fallet. I detta fall bestar generaliseringen i att om
samma tal adderas till bada sidorna om likhetstecknet sd bevaras likheten, det
vill sdga dessa likheter dr ekvivalenta. Talet 8 dr hdr en ersittning for en vari-
abel, det vill sdga 8 ar en kvasivariabel (Carpenter & Levi, 2000; Carraher m
fl, 2006; Fujii & Stephens, 2001; 2008).

Slutligen handlar GA dven om att motivera en generalisering, antingen ge-
nom att troliggéra genom exempel eller ett mer eller mindre formellt bevis.
Om exempel anvidnds behdvs dven exemplens begransningar uppmaéarksam-
mas, det kan trots allt finnas situationer ddr en generalisering inte géller om
den inte kan bevisas for alla situationer. Ett exempel pa detta ar att kvadraten
pa ett tal och kvadratroten ur ett tal dr varandras inversa (omvénda) operat-
ioner, det vill siga Vx2 = x. Detta ir enbart sant for icke-negativa tal, till ex-
empel dr / (—2)? = 2. Detta sista exempel visar dven tydligt att den av Kaputs
grundlaggande aspekter som framst framtradder inom GA &r den forsta, det vill
sdga algebra som ett systematiskt sétt att beskriva bland annat generaliseringar
och begransningar (Kaput, 2008).

Dessa exempel kan sammanfattas i sex punkter om vad GA innebér (Blan-
ton m fl, 2015):

e Analysera information for att ta fram en hypotes.

e Uttrycka hypotesen med ord eller med algebraiska uttryck.

e Beskriva inneborden av en upprepad variabel eller flera olika vari-
abler.

e Identifiera att en generalisering gar att tillimpa.
Motivera en generalisering genom exempel eller mer eller mindre
formella bevis. Undersdka exemplens begrénsningar.

e Bestdmma for vilka virden en generalisering ar sann.
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Stor idé 3: FT — Funktionellt tinkande

Kaputs andra innehéllsstring innehaller studier av funktioner, relationer och
samvarierande kvantiteter (Kaput, 2008). Ordet ”funktioner” avsldjar att det
ar 1 denna innehallsstring som FT har sitt ursprung, men att bara stanna upp
dar skulle missa en hel del av komplexiteten i denna stora idé. Kdrnan inom
EEEI ar relationer och dven nér det géiller funktioner sa dr relationer en mycket
viktig aspekt. En funktion definieras som en relation mellan tvad méangder dar
relationen bestér av par som uppfyller ett specifikt krav. Detta krav ar att varje
par bestar av ett tal fran den forsta miangden (definitionsmangd) och ett tal fran
den andra mingden (vardemiangd) pa ett sadant sétt att varje tal i den forsta
mingden forekommer som forsta tal i paren en och endast en gang (Kiselman
& Mouwits, 2008). En populér bild for att dskadliggora detta ar den sé kallade
funktionsmaskinen. Givet ett tal in i maskinen fas ett tal ut. Det finns ingen
mojlighet att samma tal in kan ge flera olika tal ut ur maskinen.

X

fx)

Figur 3: Funktionsmaskin

Det dr detta som avses med att varje tal i den forsta mdngden (tal som matas
in i maskinen) forekommer som forsta tal i paren en och endast en géang. Ef-
tersom det bara finns ett tal ut for varje tal som matas in i maskinen sa kan det
bara finnas ett par med detta forsta tal. En mojlig nackdel med denna funkt-
ionsmaskin skulle kunna vara att den beskriver att ndgot hdnder med talet och
att det omvandlas till ett nytt tal. En funktion &r trots allt formellt sett en relat-
ion och inte en operation, vilket tydligare visas med en funktionsgraf eller en
vdrdetabell. Daremot kan ett funktionsperspektiv ta sitt avstamp i operationer.
Till exempel kan operationen addition med ett tal beskrivas som en funktion.
Att addera med 3 kan dé kopplas till funktionen f{x) =x + 3 (Carraher m fl,
2006).

Att funktioner innebér en relation som kan illustreras med hjélp av grafer
kanske inte direkt kan ses som ett algebraiskt resonemang (Blanton & Kaput,
2005). Grafritande &r inte heller en del av Kaputs (2008) grundliggande
aspekter i algebra, d&ven om en graf tydligt visar hur dessa talpar utgér den



relation som en funktion #r. Aven strukturen hos virdetabeller synliggdér hur
funktioner bestér av talpar. Virdetabeller har dven fordelen att de ldttare kan
beskriva vissa typer av monster och funktioner 4n vad de andra representat-
ionerna kan. Ett exempel pa det dr Fibonaccis talf6ljd, vilket ar talféljden som
inleds med 0 och 1 och varje efterfoljande tal ges av summan av de tva fore-
gaende talen. Talet pa position # i talféljden kan beskrivas med funktionen

_( n,forn € {0,1}
f(n) = {f(n — 1D+ f(n—2),forn > 2

En funktion som beskrivs pé detta sdtt med hénvisning till tidigare funktions-

varden kallas for en rekursiv funktion. Inledningen av denna talf6ljd kan be-
skrivas genom fo6ljande vardetabell:

Tabell 2: Virdetabell for Fibonaccis talfoljd

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

fimy 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

I detta fall &r vardetabellen tydlig och en graf kommer inte tydligt kunna visa
hur denna talf6ljd dr uppbyggd. Det omvénda géller vid andra typer av funkt-
ioner, till exempel trigonometriska funktioner som f(x) = sin x. Vérdetabel-
len beskriver inte hur funktionen ser ut mellan de varden som finns i tabellen
och visar inte heller explicit funktionens periodicitet, medan grafen tydligt vi-
sar det som kdnnetecknar sinusfunktionen.

Tabell 3: Virdetabell for sinusfunktionen

X - -3n/4 —nw/2 -mw/4 O /4 w/2 3m/4 ®

Ax) 0 -1/4/2 -1 -1/42 0 1/4/2 1 1/42 0
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Figur 4: Sinusfunktionens graf

I grafen ovan anvénds notationen y = f{x), vilket tydligt visar att y samvarierar
med x. Vad x och y representerar framgar av sammanhanget och ddrmed blir
det viktigt att kunna tolka variablernas innebdrd, precis som det var i samband
med den stora idén EEEI Detta ar ett exempel pa hur variabler anvdnds och
vad variablerna innebér dterkommer i olika stora idéer och visar hur svir VAR
ar att separera fran de andra stora idéerna. Exemplet visar dven att delar av de
olika stora idéerna ligger mycket nira varandra. I detta fall dr det tolkning av
variabler som finns i savédl EEEI, GA som i FT. Genom att ga tillbaka till EEEI
och GA syns da ytterligare narbesldktade omraden. Till exempel anvands ord
eller variabler som ett verktyg for att beskriva matematiska modeller (EEEI)
eller for att uttrycka en hypotes (GA). Inom FT blir da pa motsvarande sétt
anviandningsomradet for ord, variabler, grafer och funktionstabeller att besk-
riva ett monster, en funktion eller relation mellan samvarierande variabler.
Med samma tankeséitt som inom EEEI och GA behéver da dessa monster,
samvariationer och funktioner inte bara beskrivas. For att 6verhuvudtaget
kunna beskriva dessa maste de séklart forst identifieras.

Detta ger de punkter Blanton m fl (2015) lyfter fram som exempel pa vad
som ryms inom den stora idén FT:

e Generera och organisera data i funktionstabeller.
Rita en funktionsgraf.

e Identifiera betydelsen av en variabel, som anvénds for att represen-
tera en varierande kvantitet.

e Identifiera ett rekursivt monster och anvind det for att bestimma
nérliggande vérden.

e Identifiera samvariation (relationer) och beskriva denna med ord
eller variabler.

e Identifiera en funktionsregel och beskriva denna med ord eller va-
riabler.

e Anvinda en funktionsregel for att bestimma funktionsvérden.
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e Givet virdet pa en beroende variabel bestimma véardet pa den obe-
roende variabeln.

Som avslutning pa detta avsnitt om FT vill jag ndmna att funktioner dven kan
kallas for avbildningar, men jag har valt att anvdnda begreppet funktioner da
det ar standard inom matematikdidaktisk forskning och det begrepp som bland
annat Blanton m f1 (2015) och Kaput (2008) anvander. Dessutom brukar av-
bildningar ses som mer generella dn funktioner. Det vill sdga avbildningar &r
med detta perspektiv funktioner dér defintionsmingden och vdrdeméingden
inte nddvandigtvis bestar av tal (Kiselman & Mouwitz, 2008). Ett exempel pa
avbildningar, diar de ingdende méangderna inte bestdr av tal, dr sd kallade
funktorer, vilka spelar en central roll i Artiklar I - IV. For en forklaring av
funktorer hédnvisas till dessa artiklar da funktorer ligger utanfor det didaktiska
omfanget av denna avhandling.

Stor idé 4: VAR - Variabel

VAR har ursprungligen varit en egen stor idé (Blanton m fl, 2011; Blanton m
fl, 2015), men har senare setts mer som en integrerad del av 6vriga stora idéer
(Artikel VI; Blanton, Isler-Baykal m 1, 2019). Eftersom VAR anda har funnits
med i processen med Artikel VI véljer jag att hédr beskriva den separat. Dess-
utom 4r variabler en viktig del av algebran och behdver en mer ingaende for-
klaring. Trots detta kommer jag dven att ge ett argument for varféor VAR 1
praktiken inte bor ses som en egen idé. Detta gor dven att beskrivningen av
VAR inte innefattar en lista av aktiviteter, vilket har varit fallet i de tre tidigare
avsnitten om EEEI, GA respektive FT.

Ett exempel pa hur en variabel kan anvéndas i fallet med vektorer ar att om
x betecknar en vektor kan vi definiera funktionen f{x) = -x, vilket innebér re-
lationen (x, -x) for alla vektorer x. Detta innebér att varje vektor x avbildas pa
sin omvénda vektor —x, det vill sdga vektorn har samma ldngd men omvéand
riktning.

Figur 5: Vektorn x och dess motsatta vektor -x

Det doljs mer i begreppet variabel dn bara dess definition. Variabler kan an-
vandas i manga olika sammanhang. Exemplet ovan och beskrivningen av den
stora idén FT beskriver anvindningen av variabler i en funktion. I avsnittet
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om EEEI anvénds variabler bland annat i samband med ekvationer och i be-
skrivningen av GA finns variabler i likheter, beskrivningar av generella sam-
band med mera. En variabels innebdrd beror alltsa inte enbart pa vilken storhet
den betecknar utan dven i vilket sammanhang variabeln anvédnds. Det innebar
dven att samma variabel kan byta roll beroende pa vad den for tillfdllet an-
vands till. Jag illustrerar detta med hjilp av foljande exempeluppgift:

Anton dr dubbelt s& gammal som Oscar var for 3 &r sedan. Om 5 ar blir summan
av deras aldrar 25 ar. Hur gamla dr Anton och Oscar?

Det ar lampligt att anvénda en ekvation for att 16sa denna uppgift. Jag borjar
med att kalla Oscars alder for x dr. Har anvinds variabel for att beteckna en
okdnd kvantitet. 1 ndsta steg av 16sningen anvénds variabeln for att beskriva
hur Antons och Oscars aldrar beror pa varandra genom att Antons alder ut-
trycks med hjilp av x (Oscars alder). Antons alder ar 2(x — 3) ar. Nu beskriver
inte ldngre variabeln enbart Oscars alder utan alltsd dven sambandet mellan
Oscars och Antons éldrar. Variabeln har fatt en utokad betydelse. Med hjalp
av detta samband kan deras dldrar om fem ar uttryckas med x + 5 ér respektive
2(x —3) + 5 ar. Till slut anvinds dessa uttryck for att konstruera ekvationen
x+5+2(x—3)+5=25. Nu har variabeln bytt sammanhang fran att vara en
beteckning for en élder, via att vara del av en beskrivning av ett samband, till
att vara en variabel i en ekvation. Vid 10sning av ekvationen dr den ursprung-
liga inneboérden av variabeln (Oscars alder) ovésentlig, men efter ekvationen
ar 16st behover 16sningen tolkas utifran denna ursprungliga betydelse. Det in-
nebdr att variabeln dterigen byter sammanhang. I denna uppgift har variabeln
x alltsd innehaft flera olika roller beroende pa var i 1sningsprocessen varia-
beln anvénds.

Notera att variabeln x finns tva ganger i ekvationen
x+ 54 2(x—3)+5=25 ovan, vilket dr ett exempel pa ytterligare en viktig
egenskap hos variabler. Om en variabel forekommer upprepade génger i en
ekvation, likhet, olikhet med mera sa betecknar den samma vérde. Detta kan
leda elever att tro att om det ar olika variabler s& méste de ha olika viarden
(Stephens, 2008; Swan, 2000), men detta &r en falsk slutsats. Olika variabler
betecknar enbart virdet for olika objekt och de objekten kan ha samma
virde. Ett exempel pé detta ar ekvationen x + y = 2. Denna ekvation har
odndligt ménga l6sningar, varav en drx =y = 1.

Ytterligare en egenskap hos variabler vérd att ndimna &terkopplar till varia-
belns definition. Mer specifikt tar denna egenskap avstamp i definitionens ord
1 en given médngd”. Vilka véirden variabeln kan anta beror pa denna mingd. |
beskrivningen av FT anvédndes Fibonaccis talfoljd som exempel, vilket myn-
nade ut i en funktion som betecknades med F(n). Funktionens definitions-
mingd ar alla icke-negativa heltal, vilket innebér att n enbart kan anta heltal-
svirden storre én eller lika med 0. Detta n &r ett exempel pé en diskret variabel.
Diskret innebér att varje element i mdngden har ett positivt avstand till alla
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andra element (Kiselman & Mouwitz, 2008). I ett vardagligt sprak kan detta
beskrivas med att det finns sprang mellan talen nir de &r utplacerade pé en
tallinje. Detta till skillnad fran kontinuerlig som innebdr att sddana sprang inte
forekommer. Exempel pa kontinuerliga variabler finns i formeln for att om-
vandla temperaturangivelse mellan grader Celsius och grader Fahrenheit,
F=1,8C + 32. Hir kan C anta alla viarden st6rre 4n eller lika med den absoluta
nollpunkten, det vill siga C = —273,15, och ddrmed 4r C en kontinuerlig va-
riabel.

Jag har i detta avsnitt kopplat tillbaka till tidigare beskrivna stora idéer
(EEEI GA och FT), vilket visar att variabler forekommer inom de andra stora
idéerna snarare 4n att vara en helt separat stor idé. Trots svérigheten att sepa-
rera VAR frén Gvriga stora idéer har denna teoretiska separation lett till att
viktiga nyanser av variabelbegreppet framtritt; nyanser som hade varit svara
att lyfta fram inom Ovriga stora idéer. Darfor ar det vart att i teorin behandla
VAR som en egen stor idé, men i skolmatematiken &r det, som tidigare ndmnt,
svart att separera denna stora idé fran de 6vriga (Artikel VI; Blanton, Isler-
Baykal m fl, 2019). I praktiken bor darfér VAR inte behandlas separat utan
som en integrerad del av de Gvriga stora idéerna. Avslutningsvis kan VAR
sammanfattas med foljande punkter (Blanton m fl, 2015):

e Inneborden av variabler kan tolkas pa manga olika sétt.

e En variabel representerar vardet eller mattet pa ett objekt, inte ob-
jektet sjélvt.

e Om samma variabel anvidnds mer dn en géng i en ekvation, likhet,
utsaga med mera s& maste alla instanser av variabeln representera
samma vérde. Olika variabler behdver inte ha olika vérden.
Samma variabel kan ha olika roller beroende pa situationen.

e En variabel kan representera en diskret eller en kontinuerlig kvan-
titet.

Stor idé 5: PR — Proportionellt Resonemang

Blanton m fI (2015) beskriver den stora idén PR som en mgjlighet till alge-
braiska resonemang om tva generella kvantiteter dér forhallandet mellan dessa
kvantiteter ar konstant, vilket innebédr att denna stora idé utgéar fran Kaputs
(2008) andra innehéllsstrang. Ovanstaende beskrivning av PR stdimmer vél
overens med definitionen av proportionalitet, det vill sdga ett ”samband séddant
att kvoten mellan storheterna dr konstant” (Kiselman & Mouwitz, 2008, s. 98).
Allmiént innebér detta att om den ena kvantiteten multipliceras eller divideras
med en given faktor, s maste den andra kvantiteten multipliceras eller divi-
deras med samma faktor for att bevara proportionaliteten. Detta ger att de enda
raknesitt som anvinds vid bevarandet av proportionalitet dr multiplikation
och division.
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Ett vardagligt exempel pa proportionalitet dr hur langt ndgot rér sig pa en
viss tid om farten &r konstant. Har utgor alltsa farten den konstanta kvoten,
vilken dven kallas proportionalitetskonstant. Det dr ven intressant att titta pa
enheterna for proportionalitetskonstanten och de bada storheterna. Till exem-
pel om striackan uttrycks 1 kilometer (km) och tiden i timmar (h) kan proport-
ionalitetskonstanten antingen uttryckas som km/h eller h/km, tva helt olika
matt som anvands i olika sammanhang. Det forsta mattet visar farten, vilket
bland annat kan anvindas for att beskriva en bils fart eller hastighetsgranser.
Det andra mattet beskriver hur lang tid det tar att forflytta sig en kilometer,
vilket till exempel anvédnds for att beskriva tempot for en 16pare (min/km).
Enligt mig innebér detta att en generalisering av PR dven kan innebéra en ana-
lys av de ingdende enheterna for att kunna avgora vilken proportionalitetskon-
stant som &r relevant i just detta fall eller hur de olika enheternas inbordes
relation gor att vilken berdkning som krévs for att l6sa ett problem framtréader.
Ett exempel pa detta dr om farten (km/h) dr given tillsammans med hur langt
en person har akt (km) sa kan tre olika enheter berdknas:

1. (km/h)/km = 1/h
2. km/(km/h)=h
3. km - (km/h) = (km)¥h

Av dessa tre enheter &r det troligen alternativ 2 som dr den som &r mest intres-
sant, det vill sdga hur lang tid det tog att forflytta sig en viss striacka vid en
viss fart. Berdkningen strackan dividerat med farten framtrader da av de inga-
ende enheterna. Detta exempel hér hemma i senare skolar och &r troligtvis inte
lampligt for de tidigare skolaren. Faktum &r att i tidiga skolar 4r PR inte sdr-
skilt framtrddande om den ens forekommer alls (Artikel VI; Blanton m fl,
2015; Blanton, Isler-Baykal m fI, 2019). Trots detta finns det 4nda uppgifter i
larobocker for tidigare skolar som innehaller proportionella samband. Det ror
sig till exempel om mdonster och hur dessa monster kan beskrivas, men i dessa
uppgifter ligger fokus pa FT och aldrig pa PR (Artikel VI). Pa grund av detta
ar det svart att exemplifiera vad PR kan innebéra i tidigare skolér utan beskriv-
ningen av PR fér hallas mer generell. Dessutom ar PR i en viss aspekt nira
besldktad med delar av FT eftersom proportionalitet dr kdrnan hos linjdra
funktioner®. Figur 6 nedan visar ett exempel som innehaller linjara funktioner
och anvénds for att pavisa FT 1 Artikel VI, men som skulle kunna kopplas till
PR om uppgifterna omarbetas nagot.

8 Jag anvénder linjér funktion i kontrast till linjir avbildning. Skillnaden mellan dessa begrepp
ar att en linjdr avbildning kraver att 0 avbildas pa 0 (Lang, 1987), medan denna restriktion inte
finns for en linjar funktion (Jacob, 1995). Detta &r dven dverensstimmande med hur begreppet
linjér funktion anvénds i skolmatematiken.
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RVANWAVANWAVAVAY

a) Hur manga stickor finns det i figur 10? Figur 100? Figur 7?

b) Vilket nummer har figuren med 24 stickor? 60 stickor?

ANVAVIAVANWAVAY/

Figur 1 2 3 4 10 50 n
Roda stickor 1 1

Bla stickor 1-2 2:2 3.

Summa stickor| 1-2+1

Figur 6: Exempeluppgift ur Eldorado 6B, s. 98, anvind i Artikel VI

Uppgift 84 i1 Figur 6 innehéller ett proportionellt samband mellan figurens
nummer och antalet stickor i figuren. Genom hur uppgiften ér konstruerad &r
det inte proportionaliteten som lyfts fram. Denna uppgift kan d4ndé anvéndas
som inspiration for att pavisa PR. Genom fragestéllningen ”Hur forhaller sig
antalet kanter i ett oként antal trianglar till antalet trianglar?”” hamnar fokus pa
det proportionella sambandet istéllet for pa ett monster och ett funktionellt
tankande. Uppgift 85 innehaller dven den ett proportionellt samband, denna
gang mellan figurens nummer och de bla stickorna. Det hér visar att fordnd-
ringen av storheterna (figurens nummer i relation till de bla stickorna) kan
vara proportionell, &ven om storheterna i sig (totala antalet stickor i relation
till figurens nummer) inte dr det. Bdda dessa samband utgér linjdra funktioner
och exemplifierar det faktum att alla linjara funktioner atminstone innehaller
ett proportionellt samband i férdndringen.

Utover linjdra funktioner finns gott om exempel pa proportionella resone-
mang i till synes vitt skilda matematiska omraden. Till exempel kan skala ses
som en samvariation av ldngder och procent eller andel kan vara en samvari-
ation av antal. Att upptécka dessa proportionella samband, analysera dessa
och utifran analysen avgora vilket riknesitt som ska anvidndas for att rikna ut
proportionalitetskonstanten eller den andra kvantiteten blir da en central del
av PR.

Jag sammanfattar detta i fyra punkter:

e Proportionalitet innebér att tva storheter samvarierar pa ett sddant
sdtt att kvoten mellan dessa storheter ar konstant.

e Fordndringens magnitud i linjdra samband utgdr en proport-
ionalitet, &ven om storheterna i sig inte dr proportionella.
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e Proportionalitet kan generaliseras till analys av storheternas en-
heter.

e Analys av proportionella samband och relationer mellan givna
kvantiteter visar vilket riknesétt som ska anvindas for att berdkna
den andra kvantiteten eller proportionalitetskonstanten.

Avslutande kommentarer om de fem stora idéerna

Du som ldsare har troligtvis nu reagerat pa att ingen av de fem stora idéerna
till synes behandlar Kaputs (2008) tredje innehéllsstring “tillimpningar av
modeller”. Aven om savil GA som FT inte direkt behandlar denna innehlls-
strang sa kan tillimpningar av modeller rymmas inom bada dessa tva stora
idéer. En av innehallspunkterna for GA som jag beskrev tidigare var att iden-
tifiera en mojlig tillampning av en generalisering. En sddan generalisering kan
mycket vdl vara en matematisk modell. Motsvarande géller for FT. En funkt-
ion kan vara en del av beskrivningen av en matematisk modell och da ryms
saklart berdkning med hjdlp av denna modell, det vill sdga berdkning av funk-
tonsvirden, inom FT. Aven om denna innehallsstring kan skonjas i dessa tva
stora idéer ar den dnda inte kdrnan i dessa. Istéllet dr det Kaputs andra inne-
hallsstrang som utgor kdrnan for saval FT, PR som EEEI Dessa tre stora idéer
tar alla avstamp i matematiska relationer och samband. Den stora idén GA tar
istillet avstamp i aritmetikens strukturer och tillhorande system, vilket innebéar
att kdrnan 1 GA utgors av Kaputs forsta innehallsstrang.

Fyra av de stora idéerna &r alltsé tydligt kopplade till ndgon av Kaputs tre
innehallsstringar. Aterigen framtrider VAR som den stora idé som avviker
fran detta. VAR i sig handlar inte om studier av strukturer och system, inte om
funktioner, relationer och kvantiteter som samverkar och inte heller om till-
limpningar av matematiska modeller. A ena sidan, om de stora idéerna ska
ses som en fordjupning av Kaputs innehallsstringar sé ska inte VAR vara en
stor idé. A andra sidan sitter VAR fingret pi ndgot som #r kiirnan i Kaputs
grundldggande aspekter. Variabler ar det fraimsta verktyget for att kunna ut-
trycka generaliseringar (den forsta grundldggande aspekten) och dven grunden
i det formella sprédk som styr hur algebran kan anvindas for att till exempel
manipulera algebraiska uttryck. Detta innebér att VAR kan ses som nagot som
lyfter fram de grundlaggande aspekterna istéllet for att ha fokus pa nédgon av
innehéllsstrangarna. Att lyfta fram VAR pé detta sétt gor det dnnu tydligare
varfor VAR dr svér att arbeta med som en egen stor idé i praktiken, trots att
den gér att teoretiskt beskriva separat. Ovriga fyra stora idéer ir littare att i
praktiken arbeta med separat, vilket ligger i linje med att de utgar frén Kaputs
innehéllsstrangar.
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Om valet av teoretiskt ramverk

I arbetet med denna avhandling har GA varit min utgangspunkt dé den ligger
i linje med det jag ser som en av matematikens framsta styrkor; matematik
som ett logiskt system och dr till synes separata innehéllsomraden knyts sam-
man genom att uppticka likheter mellan innehallsomradena, det vill sdga kon-
ceptuell kunskap (Hiebert & Lefevre, 1986; Skemp, 1976). De likheter som
finns mellan de olika innehallsomradena gor att generaliseringar kan upp-
tackas. Dessa generaliseringar kan 1 sin tur anvandas for att tillimpa befintliga
kunskaper inom ett matematiskt innehallsomrade for att 16sa problem inom ett
annat innehéllsomrade. GA &r dven i linje med de fyra processer som Burton
(1984) beskriver som delar av matematiskt larande (Figur 7). I avhandlingen
fokuserar jag pa algebraiskt tankande och kunskap. Nar elever utvecklar ett
algebraiskt tainkande och konceptuell forstaelse av algebra sd kan det ses som
en del av deras larandeprocess.

Induktivt ldrande

B
»

Specialfall <:> Formodan <:> Generalisering

& I

Deduktivt larande

Overtygande

Figur 7: Induktivt och deduktivt ldrande enligt Burton (1984)

GA innebér bland annat att analysera information for att ta fram en hypotes,
det vill sdga utifran specialfall framtrdder en formodan. Denna hypotes ut-
trycks sedan i form av en generalisering och slutligen behdver denna genera-
lisering motiveras. Det vill sdga generaliseringen maste bli tillriackligt dverty-
gande, inte bara for den som producerat generaliseringen utan dven foér om-
givningen. Pa sa sitt sker ett induktivt larande. GA innebér dven omvénd-
ningen av denna process, ett deduktivt 1arande. Med utgangspunkt i en generell
situation kan en hypotes framtrdda om att denna generalisering gér att tillimpa
i en specifik situation, det vill sédga en forflyttning fran generalisering till spe-
cialfall. Aven hir avslutas processerna med att dvertyga sig sjilv och andra
om att generaliseringen dr mojlig att tillimpa i1 det specifika fallet. Utifran ett
sadant perspektiv blir dd GA ett sitt att se paA matematiskt larande i allménhet
och inte begrénsat till enbart algebra.

Som tidigare beskrivet dr forskning om generaliseringar i skolmatematiken
mindre framtrddande inom svensk forskning. Detta gor att de stora idéerna ar
lampliga att anvénda for att belysa vilken typ av algebra som forekommer 1
skolan och dirigenom synliggdra generaliseringar genom den stora idén GA.
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For att forstd och beskriva ramverket sa vil som mdjligt har da GA, pa grund
av denna stora idés centrala roll i avhandlingen, behdvts undersokas teoretiskt.
Denna fordjupning har bland annat mynnat ut i ett paper innehallande saval
teoretiska som praktiska aspekter av GA (Artikel V), vilket presenterades pa
MADIF 2018. Detta paper utgér fran olika definitioner av begreppet genera-
liserad aritmetik (se Blanton m fl, 2015; Carraher m f1, 2006; Fujii & Stephens,
2001; 2008; Kaput, 2008), fordjupar dessa och beskriver GA i ett svenskt sam-
manhang. Det dr dven virt att notera att &ven om GA framst framtrdder inom
didaktisk forskning under senare ar sa dr begreppet pa intet sitt nytt (Linchev-
ski & Herscovics, 1996; Usiskin, 1988). Dessutom kan GA anvéndas for att
beskriva mitt arbete med licentiatavhandlingen (Artikel III).

Naér jag ser tillbaka pa mitt arbete med licentiatavhandlingen ser jag tydligt
hur ett kontinuerligt vixlande mellan induktivt och deduktivt ldrande hjilpte
mig framat. Enklare specialfall hjdlpte till att bygga upp och forsta mer gene-
rella slutsatser, vilka i sin tur prévades mot andra enkla fall for att forsta hur
dessa generaliseringar fungerar mer i detalj. Specifikt kommer jag ihag en si-
tuation nér jag forstod att en trolig generalisering inte géllde i allménhet och
dédrigenom foréndrades helt vilka resultat som kunde forvéntas. Detta 6verras-
kande resultat beskrivs i kapitlet Sammanfattning och resultat av artiklarna,
medan jag hér kortfattat kommer forklara hur generaliseringar och samband
ar synliga i licentiatavhandlingen och artiklarna i matematik (Artiklar I, II, III
och IV).

Avhandlingens matematiska bidrag handlar om reella divisionsalgebror
och hur klassificering av dessa kan férenklas genom att problemet dverfors till
klassificering av ndrbesléktade strukturer och avbildningar. Det vill séga, de
likheter och de samband som finns mellan dessa olika strukturer gor det moj-
ligt att forsta reella divisionsalgebror genom de enklare strukturerna. Ytterli-
gare exempel pa hur GA é&r synligt i den matematiska delen av avhandlingen
ar att reella divisionsalgebror kan ses som en generalisering av att de enklaste
exemplen pa divisionsalgebror &r de reella och komplexa talen, med de tillho-
rande operationerna multiplikation och division. Med en god bild av samband
mellan reella och komplexa tal och genom att notera hur komplexa tal kan ses
som en generalisering av de reella talen gér det forvinansvart enkelt att bygga
upp dnnu mer generella strukturer och studera dessa. Den metod som anvénds
for att bygga upp de komplexa talen frén de reella talen kan generaliseras till
det som i Artiklar I, I1, ITII och IV kallas f6r dubbling av divisionsalgebror. Det
vill séga varje befintlig reell divisionsalgebra, med dimension hogst fyra, ger
med denna metod upphov till en ny reell divisionsalgebra. Det innebér vidare
att genom att utgé fran hur de komplexa talen kan konstrueras utifrén de reella
talen och generalisera denna process kan ett odndligt antal nya reella divis-
ionsalgebror skapas. Under arbetet med licentiatavhandlingen var detta ingen-
ting jag tdnkte pa som en generalisering utan det var sjélvklart att matematiken
fungerar pé detta sétt. I och med arbetet med denna avhandling blev det dire-
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mot tydligt att samma tankesdtt forekommer, eller atminstone borde fore-
komma, i matematiken genom hela grundskolan och gymnasiet for att bli &nnu
mer framtrddande vid universitetsmatematik och inom matematisk forskning.
Den stora idén GA kan pa sa sétt ses som en mojlig rod trdd genom skolma-
tematiken — en trad som fortsétter in i universitetsmatematiken. Just det att GA
sa vil beskriver denna matematiska process och inkluderar bade de induktiva
och deduktiva processerna gor att GA, men dven de stora idéerna i allménhet,
blir centrala for avhandlingen.

Aven om mitt arbete ursprungligen tog avstamp i GA s& har EEEI under
pagadende arbete med avhandlingen fatt en allt mer central roll. Detta beror
framst pa att i en svensk kontext har EEEI en mycket framtradande roll i savél
laromedel som ldroplan samtidigt som GA forekommer sparsamt (Artikel VI),
men det beror dven pa att de olika stora idéerna pa intet sétt utesluter varandra.
Att enbart arbeta med GA utan att till exempel anvinda algebraiska uttryck ar
i princip omdjligt. EEEI kan pa sa sétt ses som en grund for GA. Samtidigt
kan GA ses som en grund for EEEI genom att GA bland annat innebér att
identifiera mojliga generaliseringar, i detta fall inom innehall som kan kate-
goriseras som EEEI Detta exemplifierar hur stora idéer samverkar och att det
inte gdr att siga att en stor idé ska foregd en annan stor idé. Istdllet kan de
stora idéerna forekomma véxelvis beroende pa innehall (Blanton m fl, 2015;
Blanton, Isler-Baykal m fl, 2019) och tankeséttet inom respektive stor idé till-
lampas nér sa dr lampligt. Det hér visar att &ven om mitt fokus har varit pd GA
sd gér det inte att utesluta ovriga stora idéer. Alla stora idéer behovs for ett
algebraiskt tdnkande, vilket dven &r syftet med dessa stora idéer (Blanton m
fl,2011; Blanton m fl, 2015; Blanton, Isler-Baykal m fl, 2019; Blanton, Stroud
m fl, 2019).
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Metodologi

Detta avsnitt inleds med en dverblick av de ingdende studierna i avhandlingen.
Dérefter presenteras materialet, laroplan och ldrobocker samt elevldsningar,
hur dessa samlats in och vilket urval som har gjorts. I nésta del beskrivs ana-
lysmetoderna, inklusive de val som har gjorts till exempel rorande verktyg for
analysen och analysenhet. Avslutningsvis diskuteras etiska 6verviaganden och
studiernas reliabilitet och validitet.

Genom att studera den avsedda, den potentiellt genomforda och dven den
uppnadda laroplanen (Valverde m flI, 2002), vilket behandlades i avhandling-
ens Inledning, uppstar behovet av olika metoder. Det 4r en sak att studera vad
som star i ldroplanen och hur detta omsitts i larobdcker och nagot helt annat
att studera vad utfallet i slutdndan, det vill sdga elevernas kunskaper, &r. For
att studera den avsedda och den potentiellt genomforda ldaroplanen har en in-
nehallsanalys (Bryman, 2012) av dokument i form av laroplan och ldromedel
genomforts. Detta syftar till att uppticka vad som framtrader som ldroplanens
intentioner angdende tidig algebra samt till att kunna beskriva vilka mojlig-
heter till tidig algebra som eleverna erbjuds genom larobdcker. Som verktyg
for innehallsanalyserna anvéndes Algebrans stora idéer.

Artikel V utreder den stora idén GA genom konkreta exempel, men disku-
terar dven begreppet teoretiskt infér anvindningen av de stora idéerna i ana-
lysen vid den forsta studien (Artikel VI). Darmed kommer innehéllet i Artikel
V bidra med en stor del av den metodologiska diskussionen for Artikel VI.
Resultaten i Artikel VI motiverar sedan den fordjupning som den andra stu-
dien (Artikel VII) innebér, dér elevldsningar analyseras for att studera hur ele-
ver beskriver och anvinder likhetstecknet. Jag inleder med att beskriva det
datamaterial som anvénts vid studierna.

Datamaterial, urval och insamling

Liroplan och larobocker

I den forsta studien klassificeras det algebraiska innehéllet i Lgr11 (Skolver-
ket, 2011) samt i tva ldroboksserier i matematik for arskurs 1-6. Lgrll har
reviderats vid flera tillfdllen (Skolverket, 2016; 2017a; 2018; 2019), men kurs-
planen i matematik har varit oférdndrad dnda fram till revideringen 2018. I
revideringen 2018 tillkom programmering som en del av algebrainnehallet.
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Eftersom detta tillagg tillkommit i slutet av arbetet med avhandlingen och ef-
ter det att Artikel V och Artikel VI publicerades har denna del av kursplanen
i matematik inte beaktats.

Att vilja vilka larobocker som ska analyseras ar inte helt enkelt pa grund
av att det saknas officiell statistik dver vilka ldaromedel som ar vanligt fore-
kommande i svenska skolor. Forlagen delar inte heller med sig av denna in-
formation av konkurrensskal. P4 grund av detta behdver urvalet goras pa ett
annat sitt dn att vilja de laromedel som kan garanteras vara mest anvanda.
Urvalet baseras istillet pa att de tva valda laroboksserierna ar de larobocker
som flest svenska ldrare anvande enligt en studie av Neumann m fl (2015). I
den studien uppgav 47,1% respektive 17,3% av ldrarna att de anvinde Matte
Direkt respektive Matte Eldorado, vilka ddrmed var de tva vanligast forekom-
mande ldrobockerna. Vidare visade samma studie att det fanns en signifikant
skillnad mellan vilket stod for undervisningen ldrarna anser sig fa genom lar-
obockerna beroende pa vilken bok de anvénder. Ytterligare ett resultat i stu-
dien beskriver hur lirarna anvénder de olika liromedelsserierna. Larare som
anviande Matte Direkt 14t elever 1 storre utstrackning arbeta pa egen hand 1
laroboken eller med annat material dn ldrare som anvidnde Matte Eldorado.
Sammantaget gor detta val av ldrobocker att chansen okar for att uppticka
olika synsitt pa algebra och ddrmed kan ge en mer varierad beskrivning av
tidig algebra i svenska laromedel. Béda ldaroboksserierna bestér av tva bocker
for varje arskurs, vilket ger att totalt 24 1drobdcker har analyserats.

Elevlosningar

Datamaterialet i den andra studien utgdrs av elevldsningar pa ett test i form av
ett prov bestdende av 37 uppgifter, inkluderat deluppgifter. Totalt analysera-
des 291 elevers 16sningar av detta prov. Detta material paverkas framst av tre
val, urvalet av elever samt valet av provuppgifter, men dven vilka instrukt-
ioner som gavs till eleverna.

Det test som anvéndes vid datainsamlingen aterges i Bilaga 1. Testet kon-
struerades av Matthews m f1 (2012), vilket i sin tur baserades pa uppgifter fran
Rittle-Johnson m f1 (2011), och 6versattes av mig till svenska. I samband med
detta anpassades nédgra uppgifter till ett svenskt sammanhang. Testets uppgif-
ter dr dven klassificerade utifran vilken niva av kunskap om likhetstecknet
som krévs for att 16sa dem med en viss strategi. Dessa kunskapsnivéaer besk-
rivs i Tabell 4, s. 61, 1 avsnittet Analysverktyg.

Eftersom det visat sig att socioekonomisk bakgrund paverkar elevernas re-
sultat (UNICEF, 2018; Yang Hansen & Gustafsson, 2016; 2019), valdes re-
spondenterna ut fran skolor som har olika socioekonomiska forutsittningar.
Genom att anvinda SALSA® valdes tre skolor i Mellansverige dir elevernas
fordldrar har en utbildningsnivd Gver genomsnittet, i nivd med genomsnittet

° Skolverkets Arbetsverktyg for Lokala SambandsAnalyser.
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respektive under genomsnittet for landet. Tanken med urvalet var att trots att
detta &r en fallstudie kunna erhélla en ndgot mer representativ bild av svenska
elevers kunskaper. Men resultatet visade att skillnaden mellan skolorna var
vasentligt storre dn vad jag hade formodat. Att da behandla alla elever, oavsett
skola, som ett enda fall skulle vara missvisande. Darmed valde jag att be-
handla skolorna som tre olika fall. Efter inhdmtat samtycke (se Etiska aspekter
pa studierna) fick eleverna i arskurs 3 och 6 pa de tre skolorna genomfora
testet.

I ett forsta steg genomfordes en pilotstudie i tva klasser i arskurs 3 vid en
av skolorna. Vid denna pilotstudie uppmanades eleverna att fraga om nigon-
ting var oklart s att eventuella oklarheter i uppgifterna skulle kunna fortydli-
gas. De fragor som eleverna stillde bedomdes inte paverka provets utformning
eller formuleringar sa inga dndringar i provet gjordes efter pilotstudien. Dér-
med kunde dven dessa prov inkluderas i studien. De fragor som uppstod var
framst av karaktdren ”Om jag inte vet/kan forklara, vad gor jag da?” pa fragor
dar det inte fanns mojlighet att markera vet inte. Eleverna fick da instruktionen
”om du inte vet, skriv vet inte”. Likasa forekom fortydliganden som forsok
skriva hur du tdnkte med ord eller med en berdkning” nér elever fragade om
hur de skulle forklara nagot.

I nidsta steg samlades data in frén de tva andra skolorna. Som en del av
universitetsstudenters sjdlvstindiga arbeten samlades data in fran bade arskurs
3 och 6 fran den ena skolan och frén arskurs 3 i den andra skolan. Jag samlade
sedan in data fran arskurs 6 i den sistnimnda skolan samt slutférde datain-
samlingen fran skolan dér pilotstudien hade genomforts.

Analysverktyg

Liroplan och larobocker

Den forsta studien syftar till att utifran Algebrans stora idéer klassificera det
matematiska innehallet i Lgr11 och innehallet i tva laroboksserier for arskurs
1-6. For att kunna genomf6ra denna analys krdvs en operationalisering av de
stora idéerna. Vid skrivandet av operationaliseringen uppstod svarigheter med
gransdragningen mellan de olika stora idéerna, vilket, som tidigare namnts,
beror pa att de stora idéerna ofta samverkar. Arbetet med grénsdragningen
resulterade dels i den teoretiska genomlysningen av GA (Artikel V), dels i de
exempelpunkter som finns i slutet pa avsnitten om respektive stor idé i av-
handlingens Teoretiska ramar. Utifran dessa punkter klassificerades darefter
det matematiska innehallet i Lgrl1 och innehéllet i larobockerna.

En annan aspekt av analysen &r valet av analysenhet. Vid analysen av det
matematiska innehéllet i Lgr11 analyserades de innehdllspunkter som finns i
det centrala innehallet i matematik. Dessa kategoriserades utifran vilken stor
idé som &r synlig i beskrivningen av respektive innehall.
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Ett ofta forekommande val av enhet vid laromedelsanalys ar antal uppgifter
av en viss typ (Bergwall & Hemmi, 2017; Davis, 2012; Hanna & de Bruyn,
1999; Li, 2000; Stylianides, 2009; Stylianides & Ball, 2008; Thompson m fl,
2012), i detta fall antalet uppgifter som dér en viss stor idé framtrader. Proble-
met med detta val av enhet for den aktuella studien ar att de stora idéerna
kraver att uppgiften ldses i ett sammanhang for att intentionen med uppgiften
ska framtrdda. Att da analysera uppgift for uppgift gor att information forbi-
ses, vilket gjorde att en storre analysenhet d4n en uppgift kravdes (Valverde m
fl, 2002). For att fa en sa rittvisande bild som mdojligt valdes da antal sidor
som enhet. Aven om detta 4r en mycket mer trubbig enhet som till exempel
innebdr att en sida kan klassificeras som innehallandes mer &n en idé dverva-
ger fordelen, det vill sdga att helheten ldttare synliggors, de nackdelar som
finns med denna stora enhet. Valet av sida som analysenhet har 4ven férdelen
att de teoretiska genomgangar och exempeldsningar som presenteras i laro-
bockerna beaktas vid analysen. Slutligen, for att en sida skulle kategoriseras
som tillhérandes en viss stor idé krdvdes att minst halva sidan visade pa ett
tankesétt horandes till denna stora idé.

Inledningsvis kategoriserade jag och Bréting innehéllet i tva kapitel obero-
ende av varandra. [ de fa fall kategoriseringen skiljde sig at diskuterades detta
och vi enades kring en gemensam syn. Vidare, om det under kategoriseringen
uppstod osdkerhet hos nagon av oss tva sé vinde vi oss till Hemmi for en
oberoende tolkning. I de tre fall som detta uppstod kom vi tre gemensamt fram
till en klassificering av den aktuella sidan.

Elevlosningar

I avhandlingens andra studie undersdks hur elever beskriver och anvéander lik-
hetstecknet vid 16sning av en viss typ av uppgifter. Som tidigare nimnt baseras
det prov som anvands vid studien pa det prov som tagits fram av Matthews m
fl (2012) i syfte att undersoka elevers kunskaper om likhetstecknet. Som en
del av arbetet med att konstruera detta prov skapades en sé kallad konstrukt-
ionskarta dar olika nivaer av kunskap om likhetstecknet beskrivs (se Tabell 4
nedan). Dessa fyra nivaer kan anvéndas for att kategorisera savél vilken kun-
skapsniva som kravs for att 16sa en uppgift pa ett visst sitt, men dven for att
klassificera en elevldsning utifran den kunskapsniva 16sningen pavisar. Det
forstnimnda &r intressant utifran hur ett prov kan séttas samman for att klar-
gora vilken kunskapsniva en viss elev befinner sig pa samt utifran elevens
resultat avgora kunskapsnivan. Den andra aspekten kan anvindas for att hitta
elevldsningar som anvéander sig av en strategi tillhérande en annan niva dn den
som uppgiften dr avsedd att 16sa. Det sistnimnda har anvénts av Pang och Kim
(2018) da de, med hjélp av samma prov som jag anvant i min studie, under-
sokte om elever anvinde en 19sningsstrategi baserad pa berdkningar eller pa
likhetstecknets relationella struktur.
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Tabell 4: Nivder av kunskap om likhetstecknet enligt Matthews m fI (2012)

Kunskap om likhetstecknet Exempel

4: Jamforande relationell Eleven vet att likhetstecknet innebér en relat-
ion och anvénder detta for att effektivt 16sa
vissa typer av uppgifter genom transformat-
ioner. Ett exempel pa detta &r att likheten
67+ 86 =68 + 85 dr sann motiveras genom
att jimfora talen. Eftersom 68 &r ett mer &n 67
och 85 dr ett mindre &n 86 méste de bada si-
dorna vara lika. Eleven behdver alltsa inte
riakna, istillet gors enbart en jaimforelse.

3: Grundldggande relationell Eleven vet att likhetstecknet innebér en relat-
ion, men raknar ut respektive sida var for sig.
Till exempel motiveras att 67 + 86 = 68 + 85
ar sant genom att rikna ut sidorna var for sig,
67 + 86 =153 och 68 + 85 =153.

2: Flexibel operationell Eleven 16ser uppgifter som stimmer 6verens
med en operationell syn pa likhetstecknet,
dven om berdkningarna sker pa hoger sida om
likhetstecknet. Exempel pa sddan uppgift ar

8=6+

1: Strikt operationell Berdkningar sker pa vénster sida om likhets-
tecknet. Exempel pa detta &r 6 +2=__ och
6+ =8.

Det Pang och Kim (2018) anvénder sig av &r att den hogsta kunskapsnivan
innebdr att inga fullstindiga berdkningar behdver utforas, medan de 6vriga tre
nivéerna innefattar berdkningar av en eller bada sidorna om likhetstecknet.
For min studie innebér detta att jag antingen kan vélja att f6lja Matthews m fl
(2012) eller Pang och Kim (2018) beroende pa vad jag vill synliggora. Ef-
tersom jag vill kunna beskriva hur elever anvander likhetstecknet och inte vil-
ken kunskapsniva de befinner sig pa blir min analys att baseras pd samma
bakomliggande tankar som i Pang och Kims analys. Pa s& satt klassas enbart
losmngar motsvarande den hogsta kunskapsnivan 4 som relationella 16s-
ningar. Ovriga 18sningsstrategier innehéaller berdkningar, vilket da utgdr den
andra typen av 16sningar (nivaerna 1-3). Slutligen kategoriseras i min analys
svar utan forklaring eller med en irrelevant férklaring som ofullstdndiga 16s-
ningar.

Vid en forsta anblick kan det te sig som att detta gor att information om
huruvida 16sningen anvinder likhetstecknets relationella innebord eller ej
tappas, men pa grund av provets konstruktion dr detta inte fallet. Eftersom alla
uppgifter dr klassificerade utifrdn de fyra olika kunskapsnivéerna krivs att
eleven vet att likhetstecknet &r en relation for att 16sa uppgifter pa niva 3 eller
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4. Pa sa sitt kan operationella (niva 1 och 2) och relationella (niva 3 och 4)
uppgifter och darmed dven 16sningar sirskiljas. Vidare innebdr detta val att
alla 16sningar kategoriseras utifran om de baseras pé berdkningar eller om de
ar relationella oavsett vilken kunskapsniva uppgiften bedoms kréva. Darige-
nom synliggdrs dven 16sningar som anvéander en jaimforande relationell stra-
tegi (niva 4) pa en uppgift som kraver en grundlaggande relationell kunskap
(niva 3). Vidare kan dven felaktiga 16sningar kategoriseras utifran denna prin-
cip for att dven dar synliggora vilken strategi eleven har valt. Det visade sig
dock vid analysen att kategoriseringen av felaktiga elevldsningar inte bidrog
med nagon ytterligare information eftersom en (jimforande) relationell kun-
skapsniva aldrig var synlig i de felaktiga 16sningarna i min studie. Detta stim-
mer Gverens med resultaten i Pang och Kims (2018) studie dar felaktiga 16s-
ningar som uppvisade ett relationellt tdnkande i princip var obefintliga. Pa
grund av detta redovisas inte kategoriseringen av de felaktiga 16sningarna i
Artikel VII.

Avslutningsvis dr det virt att nimna att detta val av analysverktyg &dven
mojliggdér en jamforelse med de sydkoreanska eleverna i Pang och Kims
(2018) studie. Detta dr dven intressant da Sydkorea dr bland de ldnder som
presterar bést i internationella métningar Gver elevers matematikkunskaper
(Mullis m f1, 2016; Schleicher, 2019) och kan ge en fingervisning om hur kun-
skaperna i de studerade svenska fallen star sig i ett internationellt perspektiv.

Studiernas tillforlitlighet

De studier som ingér i avhandlingen kan i stort sett kategoriseras som fallstu-
dier undantaget klassificeringen av det matematiska innehallet i ldroplanen.
Det innebér dven att studierna primért dr kvalitativa studier, &ven om vissa
kvantitativa inslag forekommer (Bryman, 2012). Genom detta tillvigagang-
sdtt ar darmed inte generaliserbarhet av studierna i fokus. Istillet syftar den
forsta delstudien till att synliggéra exempel pé tidig algebra i laroplan och
laromedel och den andra delstudien undersdker hur elever anvinder den form
av matematiska resonemang som kannetecknar tidig algebra. Resultaten i
dessa studier kan anvindas for att vélja inriktning och metod till framtida
forskning om tidig algebra i svenska skolor. Likasa bidrar studierna med insikt
om att &ven om ett test dr rigordst utformat med hog validitet och reliabilitet i
en population ar detta inte nédvandigtvis helt 6verforbart till en annan popu-
lation (Matthews m fl, 2012).

Aven om jag hér ldgger fram argument for studiernas tillforlitlighet ir det
dnda ldsaren som far avgora hur trovirdiga dessa studier dr (Bryman, 2012).
Vid kvalitativa studier finns inget matematiskt matt pa trovardighet, istéllet
far trovérdigheten beskrivas pé andra sétt. Jag har tidigare beskrivit tillviga-
gangsitt, urval, metodval, val som gjorts i samband med analysen med mera
for att gora studierna sa transparenta och pdlitliga som mojligt. Pa sé sitt ges
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mojlighet for ldsaren att avgora i vilken grad studierna gar att dverfora till
andra situationer. Aven om fullstéindig objektivitet ir omdjlig (Bryman, 2012)
sd visar metodbeskrivningen hur jag forsokt striava efter sa hog objektivitet
som mojligt.

Ytterligare en aspekt som stirker studiernas tillforlitlighet dr den rigordsa
konstruktion (Matthews m fl, 2012; Rittle-Johnson, 2011) av det test som an-
viandes vid den andra delstudien. Vid konstruktion av ett test finns flera
aspekter att ta hdnsyn till. En aspekt av validitet ar att testet verkligen ger den
information som behdvs for att kunna méta det som ska métas, sa kallad inne-
hallsvaliditet (Bryman, 2012). Testuppgifterna i Rittle-Johnson m fl (2011)
reviderades utifran empiri éver hur elever presterar pa de olika uppgifterna i
jamforelse med de olika uppgifternas svarighetsgrad. Det vill sdga, med hjalp
av en Rasch-modell® (Rasch, 1960, se &ven Boone m fI, 2014) bedémdes hur
vil elevernas l6sningar stimmer Overens med den forvintade 16sningsfre-
kvensen. Fordelen med en Rasch-modell ar att den samtidigt tar hansyn till
elevernas formaga och uppgiftens svarighetsgrad. Som exempel pa hur detta
kan anvandas utgar jag fran en tankt uppgift som beddms krava en grundlag-
gande relationell kunskap om likhetstecknet (niva 3). Om denna uppgift inte
16ses av elever som i Ovrigt uppvisar denna kunskapsniva i den utstrackning
som forvintas (eller 16ses i for hog frekvens av elever som inte klarar andra
uppgifter pa den nivan) sa dr sannolikheten stor for att uppgiften ar felkon-
struerad. Uppgifter som inte bidrog till att synliggéra elevernas kunskapsni-
vaer kunde pa sa sitt tas bort. Forutom detta varderades dven uppgifterna uti-
fran deras betydelse for kunskap om likheter och ekvivalenser. Denna bedom-
ning gjordes av en expertpanel bestaende av fyra experter inom matematikun-
dervisning med lang erfarenhet av forskning om elevers algebraiska tdnkande.
Likasa har Rittle-Johnson m fl (2011) identifierat vilken typ av fel som upp-
kommer i felaktiga 16sningar pa uppgifter som syftar till att visa kunskaper pa
niva 2 eller 3, det vill sdga flexibelt operationell eller grundlaggande relation-
ell kunskapsniva. De felaktiga 16sningarna péavisade en operationell syn pa
likhetstecknet, vilket ger ytterligare stod for att uppgifterna testar det som av-
ses att mitas. Sammantaget visar detta att validiteten i testet kan anses vara
god. Det dr dock virt att notera att hur vil elevldsningar stimmer dverens med
en forvintad 16sningsfrekvens och vilka typer av felaktiga losningar som
framtrader kan vara beroende av vilken population som studeras. Detta besk-
rivs 1 Artikel VII da den berdknade svarighetsgraden enligt Matthews m fl

19 Det finns inte utrymme att i denna avhandling forklara vad en Rasch-modell innebér mer i
detalj. Aven om Rasch (1960) ir ursprunget for modellen si rekommenderas Boone m 1 (2014)
som en mer léttldst forklaring av en Rasch-modell i praktiken. Virt att notera ar dven att en
Rasch-modell ligger till grund for statistiska berdkningar i stora internationella métningar som
Trends in International Mathematics and Science Study (TIMSS) och Progress in International
Reading Literacy Study (PIRLS) (Martin m fl, 2016; 2017) samt Programme for International
Student Assessment (PISA) (The Organisation for Economic Co-operation and Development
[OECD], 2009).
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(2012) inte verkar dverensstimma med svenska elevers 16sningsfrekvens av
vissa uppgifter.

Etiska aspekter pa studierna

Vid avhandlingens tva delstudier behdver olika typer av etiska aspekter beak-
tas beroende pa vilken studie som avses. I den andra delstudien involveras
elever i arskurs 3 och 6, vilket stéller krav pa information, samtycke och ano-
nymitet/avidentifiering (Vetenskapsradet, 2011).

Eftersom de deltagande eleverna ar under 15 ar ar ett krav att information
ges till deras mdlsmdn och samtycke inhdmtas fran dessa. Eftersom det ar
mycket troligt att eleverna sjélva forstar vad denna undersékning innebér 1dm-
nas dven informationen direkt till eleverna och de ges majlighet att avsta fran
deltagande 4ven om malsméannen gett samtycke. Information gavs skriftligen
for 6verlamnande till méalsmédn samt muntligt till eleverna vid tva tillfallen.
Det forsta tillféllet var nar studien presenterades for eleverna och information
och samtyckesblankett skickades med eleverna till malsméannen. Eleverna
gavs sedan samma information vid tillfallet for sjdlva genomforandet av testet.
I och med att detta informations- och samtyckeskrav beror sdvil malsmén som
elever ar det viktigt att papeka att det fanns elever som valde att avsta fran
deltagande i1 undersdkningen dven om malsménnen samtyckt till deras delta-
gande. En elev valde dessutom att avbryta deltagande under sjdlva skrivandet
av provet och det da pabdrjade testet forstdrdes pa plats.

Anonymitet/avidentifiering av de deltagande eleverna garanteras genom att
inga personuppgifter 6verhuvudtaget samlades in. Den enda information om
elevldsningarnas ursprung som sparats r vilken arskurs och vilken skola ele-
ven tillhérde. Skolorna dr anonymiserade i rapporteringen av studierna. Detta
omdjliggor da att ett enskilt prov skulle kunna sparas till ndgon elev. Elever
och mélsmin informerades om denna avidentifiering och att detta sétt att
samla in data dé dven innebdr att efter insamling av testerna kan inte en enskild
elevs test ldngre identifieras. Ddrmed ar det inte heller mojligt att ta bort en-
skilda svar frén studien efter att data har samlats in fran en skola.

Betrdffande den andra delstudien, som innefattar innehéllsanalys av doku-
ment och ldrobdcker, finns inga respondenter att ta hinsyn till. Dédremot finns
generella forskningsetiska aspekter angaende kvalitet och tillforlitlighet att ta
hénsyn till, vilka da ar tillimpbara pé bada delstudierna. Dessa aspekter inne-
fattar allt frén ett tydligt syfte med forskningen till bland annat forskarens val
av kéllor, vilken analysmetod som har anvénts, hur data har anvénts och vilka
mojliga felkillor som kan finnas (Vetenskapsradet, 2011). I detta metodkapi-
tel har just sddana aspekter behandlats och argument for studiernas tillforlit-
lighet har beskrivits.
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Avgransningar

En avhandling innebir ett kraftigt begransat utrymme for hur mycket som kan
behandlas. Det finns méanga fragor som ligger nira avhandlingens fokus som
ddrmed maste uteldmnas fran avhandlingen, d&ven om de hade varit mycket
intressanta att studera. Exempel pa séddana fragor ar vad eleverna faktiskt 1ar
sig eller hur de lar sig algebra. Vidare innebér detta begransade utrymme att
alla mojligheter som finns i det analytiska verktyget inte till fullo har utnyttjats
eftersom att studera dessa aspekter ligger utanfor avhandlingens fokus (se dis-
kussionen om Rasch-modeller i avsnittet Studiernas tillforlitlighet).

Under arbetet med avhandlingen har d4ven programmering inforts i &mnet
matematik i Lgrl1 (Skolverket, 2018). Eftersom revideringen inférdes hosten
2018 s skedde detta efter att Artikel V och VI firdigstillts. Aven om jag i
avhandlingen ndmner denna revidering och inférandet av programmering i
Lgrll har jag inte kunnat ta hdnsyn till dessa senaste fordndringar i Lgrl1 i
mina delstudier.
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Sammanfattning och resultat av artiklarna

Dé denna avhandling befinner sig inom féltet matematikdidaktik kommer ar-
tiklarna och licentiatavhandlingen i matematik behandlas under en gemensam
rubrik. Dérefter ssmmanfattas artiklarna inom matematikdidaktik var for sig.

Avhandlingens matematiska bidrag (Artiklar [-1V)

Licentiatavhandlingen (Artikel III) &r en monografi dér valda resultat frén de
tre Artiklarna I, II och IV presenteras pa ett enhetligt sitt. I slutet av denna
sammanfattning kommer jag att beskriva de mest centrala resultaten samt de
formodandena som presenteras med stdd av resultaten. Eftersom denna dok-
torsavhandling &r inom matematikdidaktik kommer jag att beskriva de viktig-
aste matematiska begreppen och resultaten pa ett sa enkelt sitt som mojligt.
Med det sagt sa gar det inte heller att helt undvika ett formellt matematiskt
sprak i1 beskrivningen. For en fullstindig matematisk beskrivning av dessa
centrala begrepp samt andra begrepp och definitioner hénvisas till Artiklarna
I-IV.

Licentiatavhandlingen &r ett bidrag till det &n idag oppna problemet om
klassificering av de reella kvadratiska'' divisionsalgebrorna genom att frimst
studera de dttadimensionella dubblade’? kvadratiska divisionsalgebrorna.
Med klassificering avses hér att skapa en komplett och irredundant lista dver
alla reella divisionsalgebror. Att listan dr komplett innebér att alla divisions-
algebror finns med i listan och att listan &r irredundant betyder att om tva di-
visionsalgebror dr isomorfa sé finns bara en av dem i listan.

En k-algebra A &r ett vektorrum 6ver en kropp & utrustad med en &-bilinjar
multiplikation A X A = A, (x,y) = xy. En siddan algebra ar en divisions-
algebra om och endast om algebran inte har nagra nolldelare, det vill sdga
xy =0 medfor att x =0 eller y =0 (Artikel III, se dven Fraleigh, 1999). Det
enklaste exemplet pa en divisionsalgebra ar de reella talen (R) med den van-
liga multiplikationen. De reella talen ar alltsa en reell divisionsalgebra av di-

' En algebra sigs vara kvadratisk om och endast om varje x? kan skrivas som en linjirkombi-
nation av x och 1.
12 Givet en k-algebra A konstrueras dess dubblade algebra A X A med multiplikation

w, x)(y, 2) = (wy — zx, xy + zw).
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mension 1. Pa sa sitt skulle dven divisionsalgebror kunna ses som en genera-
lisering av det vi kénner till fran de reella talen. Nésta exempel ar de komplexa
talen (C), med tillhdrande multiplikation, vilka i detta sammanhang ses som
en reell divisionsalgebra av dimension 2. De komplexa talen kan konstrueras
fran de reella talen med hjélp av den sa kallade dubblingen (Artikel I1I). Med
samma teknik kan sedan de komplexa talen dubblas till kvarternionerna (H),
en fyrdimensionell reell divisionsalgebra, vilken i sin tur kan dubblas till ok-
tonionerna (Q), dven kallad Cayley-algebran, en éttadimensionell reell
divsionsalgebra. Vidare kan dubblingen allmént anvindas for att skapa en ny
algebra med dubbla dimensionen av den ursprungliga algebran. Daremot ar
det inte givet att om algebran &r en divisionsalgebra att divisionsegenskapen
bevaras vid dubblingen.

Eftersom dissidenta avbildningar’ kan kopplas samman med divisions-
algebror (Artikel I1I, se &ven Osborn, 1962) &r dessa ett av de viktigaste verk-
tygen for att kunna klassificera de reella kvadratiska divisionsalgebrorna. Om
en dissident avbildning ar sammansatt’ kallas dven den tillhérande divisions-
algebran for sammansatt. Ddrmed studeras dven dissidenta avbildningar i li-
centiatavhandlingen och dissidenta avbildningar dr dven det huvudsakliga te-
mat i Artiklarna I och IV. Det matematiska bidraget kan sammanfattas med
tva huvudsakliga resultat samt tva formodanden.

1. Givet en kvadratisk och ordnad's k-algebra av dimension hogst 4 sa
bevaras divisionsegenskapen vid dubbling. Om kroppen k har karak-
taristik skild fran 2 s kommer en 8-dimensionell kvadratisk divis-
ionsalgebra aldrig att ge upphov till en divisionsalgebra vid dubbling.

2. Alla 4-dimensionella reella kvadratiska divisionsalgebror dr samman-
satta (Dieterich & Ohman, 2002), men ett dverraskande resultat i Ar-
tikel I1I &r att detta inte géller de dubblade 8-dimensionella reella di-
visionsalgebrorna. Mer exakt, den enda isomorfiklassen av 8-dimens-
ionella reella kvadratiska divisionsalgebror som bade dr dubblade och
sammansatta representeras av oktonionerna.

3. Formodan: Graden av en reell divisionsalgebra ar 1, 3 eller 5. Denna
formodan bevisades senare av Dieterich och Rubinsztein (2010).

13 Om V ir ett vektorrum &ver en kropp k sd ségs en linjir avbildning n: V AV — V vara dissi-
dent om och endast om v, w och n(v A w) &r linjért oberoende nér v och w &r linjért oberoende.
Om dim A = n for en divisionsalgebra A s dr dim V = n — 1 for vektorrummet V. Exempel-
vis, om A dr en 4-dimensionell divisionsalgebra si ger A upphov till en dissident avbildning
n:VAV — VmeddimV = 3.

14 En dissident avbildning n pé ett Euklidiskt rum V sdgs vara sammansatt om den kan faktori-
seras som 1 = em, dér € dr en definit linjar endomorfism pa ¥ och m:V AV — V &r en vektor-
produkt.

15 En ordnad kropp & dr en kropp dér elementen kan ordnas. Det vill siga for varje par av ele-
ment a och b giller att antingen a <b, a =b eller a > b. Vidare giller exakt en av dessa tre
relationer for varje par av element a och b samt att relationerna &r transitiva. Slutligen bevaras
ordningen vid addition med ett element, det vill sdga om a <b sd dr a + ¢ <b + ¢, samt vid
multiplikation med ett positivt element (om ¢ > 0 och a <b sé r ac < ab).
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4. Formodan: Tvé icke-isomorfa fyrdimensionella kvadratiska divis-
ionsalgebror ger via dubblingen upphov till tvéa icke-isomorfa attadi-
mensionella divisionsalgebror. I avhandlingen bevisas denna férmo-
dan delvis. Denna formodan &r dn idag endast delvis bevisad.

Teoretiska och praktiska perspektiv pa generaliserad
aritmetik (Artikel V)

Artikel V, Teoretiska och praktiska perspektiv pa generaliserad aritmetik,
uppkom i och med arbetet med Artikel VI dé det vid dataanalysen uppstod ett
behov av att verkligen forstd den stora idén GA pa djupet. Mitt bidrag bestar
av att jag har valt ut och anpassat de exempel som anvénds for att askadliggora
GA samt diskussion om hur dessa exempel innebar mojligheter till GA och
ndr GA framtréader i elevers 16sningsmetoder. Slutligen ansvarade jag dven for
presentationen vid konferensen Madif-11.

Avstampet i denna artikel tas i det som kan identifieras som de tva 6vergri-
pande delarna av GA, det vill sdga att 1) resonera kring strukturer hos arit-
metiska uttryck samt 2) generalisera aritmetiska samband (Blanton m fl,
2015). Dessa begrepp utreds med hjalp av kvasivariabler (Fujii & Stephens,
2001; 2008) och den koppling mellan aritmetiska operationer och funktioner
som beskrivs av Carraher m fl (2006). Detta leder dels fram till en djupare
teoretisk forstaclse av savdl GA som Algebrans stora idéer i allménhet, vilket
har bidragit till beskrivningen av denna avhandlings Teoretiska ramar, dels
till en operationalisering av GA infor analysen i1 den fOrsta studien.

Vid flertalet tillfdllen i denna avhandling (se t.ex. Teoretiska ramar) har
det ndmnts att det inte ar uppgiften i sig som avgdr om GA blir synligt, det dr
istéllet hur uppgiften arbetas med som dr avgorande. [ Artikel V (s. 31) besk-
rivs detta i en tabell (se Tabell 5 nedan) genom att stilla ett strukturellt an-
greppssitt av problemet mot en berdkningsmdssig 16sningsmetod. Detta visar
aven vad som sérskiljer GA frén EEEL
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Tabell 5: Strategierna "Berdkning" respektive "Struktur”

Ar utsagan 46 + 23 = 47 + 22 sann eller falsk?

Strategi Tillvigagangssatt Motivering

Berdkning Vénster- och hogerledet raknas Likheten &r sann eftersom
ut var for sig 46 +23 =69 och 47 +22 =69

Struktur Strukturen i likheten beaktas, Likheten &r sann eftersom man
inga berdkningar utfors adderar 1 till 46 och subtrahe-

rar 1 fran 23

Aven anvindning av kvasivariabler kan beskrivas pa ovanstiende sitt. Det vill
sdga, om eleven riknar ut vénsterledet i 78 — 49 + 49 =78 for att avgora att
utsagan dr sann sa har denne inte anvént det aritmetiska uttryckets struktur och
GA ir inte synligt. Daremot om eleven beskriver att samma tal tas bort for att
laggas till igen sa menar Fujii och Stephens (2008) att denna elev anvéander 49
som en kvasivariabel och ddrmed framtrdder GA i elevens 16sning. Det som
Fujii och Stephens (2008) bendmner som kvasivariabler blir dirmed en del av
GA.

Déremot &r inte Carraher m fl:s (2006) perspektiv pa generaliserad aritme-
tik 6verensstimmande med GA enligt Blanton m fl (2015). Carraher m fl
(2006) beskriver tidig algebra allmént som en generalisering av aritmetik och
kvantiteter. Till exempel kan operationen “’plus 3” ses som funktionen
fix) =x+ 3 och darmed kopplas aritmetiken till funktionsbegreppet och vari-
abler, vilket istillet for att ses som generaliserad aritmetik faller in under FT
och VAR enligt Blanton m f1 (2015).

Development of algebraic thinking: opportunities
offered by the Swedish curriculum and elementary
mathematics textbooks (Artikel VI)

I Artikel VI analyseras den svenska kursplanen i matematik samt tva laroboks-
serier i matematik for arskurserna 1-6. Jag har i arbetet med denna artikel varit
delaktig i utformandet av analysmetoden, valet av analysenhet samt ansvarat
for analysen av den ena laroboksserien och for delar av diskussionen. Utdver
detta har jag dven tagit fram de exempel med tillhérande forklaringar som an-
vénds 1 artikeln

Det huvudsakliga resultatet i Artikel VI dr att GA ar mycket svagt fram-
skrivet i sdval laroplan som larobocker medan EEEI och i viss man dven FT
framtrader tydligt. Ord som generalisera eller generalisering namns inte over-
huvudtaget i kursplanen i matematik i Lgr11. Detta avspeglas i de tva analy-
serade ldroboksserierna dér den ena ldroboken endast innehéller 2 sidor med
GA under dessa 6 ar. I denna ldarobok halls 4ven GA, EEEI och FT separat
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fran varandra och féorekommer aldrig i kombination med en annan stor idé pa
en sida. Den andra ldroboken innehaller nagot fler sidor med GA, 28 sidor pa
6 ar, och i de bockerna finns sidor diar mer dn en stor idé ar representerad.
Detta dr synligt i och med att sdvdl EEEI och FT star for cirka 50% vardera av
det algebraiska innehallet i savél arskurs 1-3 som 4-6 och GA star for 13-14%.

I den forsta laroboksserien dr forhallandet annorlunda dar EEEI star for
81% av det algebraiska innehallet 1 arskurs 1-3 och FT for 17%. Det vill séga,
i arskurs 1-3 har denna larobok storre tonvikt pd EEEI och mindre pa FT 4n
vad den andra ldroboken har. Denna skillnad mellan EEEI och FT finns dére-
mot inte i arskurserna 4-6 dér de star for cirka 50% vardera av det algebraiska
innehéllet och darmed dr mycket lik den andra ldroboken i detta avseende.
Observera att VAR inte har anvints i analysen av larobdckerna dd VAR alltid
forekom 1 kombination med nagon annan stor idé, vilket i sig ar ett viktigt
resultat i artikeln. Problemet att behandla VAR som en egen stor idé uppmaérk-
sammas dven av Blanton, Isler-Baykal m fl (2019).

Aven om andelen av det algebraiska innehallet tyder p4 att lirobockerna ar
likvérdiga i arskurs 4-6 betraffande EEEI och FT finns det skillnad i antalet
sidor. Larobockerna bestar av cirka 1750 sidor per laroboksserie, men dir den
forsta laroboksserien har cirka 6% algebraiskt innehall s& har den andra 11-
12% algebraiskt innehall. Utover att den sistndmnda ldroboken innehéller mer
GA sa dr alltsé den totala méngden algebraiskt innehall dessutom dubbelt sa
stor jamfort med den forsta laroboken.

Artikel VI visar ddrmed att betoningen i dessa ldromedel och i ldroplanen
framst ligger pa EEEIL men i viss man dven pd FT. GA ar nést intill obefintligt
i laroplan och den ena ldroboken, men forekommer i viss omfattning i den
andra laroboken.

Primary School Students’ Knowledge of the Equal Sign
— the Swedish Case (Artikel VII)

I Artikel VII behandlas elevers uppfattning och anvidndning av likhetstecknet.
Studien baseras pa ett bedomningsformulér i form av ett prov samt en kon-
struktionskarta for olika nivaer av kunskap om likhetstecknet (Matthews m fl.
2012). I och med anvéndningen av detta prov mojliggors dven en jamforelse
av resultaten med resultatet i en sydkoreansk studie (Pang & Kim, 2018). De
deltagande eleverna valdes fran tre skolor dér fordldrarnas utbildningsniva
skiljer sig at. Jag kommer referera till dessa tre skolor som Skola A, B respek-
tive C, dar fordldrarnas utbildningsniva, relativt de tre skolorna, dr hogst vid
Skola A och lagst vid Skola C. Totalt svarade 172 elever i arskurs 3 och 119
elever i arskurs 6 pa provets uppgifter.

Da Sydkorea ér ett av de landerna med bést resultat i TIMSS (Mullis m fl,
2016) &r det nagot 6verraskande att de svenska eleverna i arskurs 6, oavsett
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skola, i min studie presterar klart béttre d4n de sydkoreanska eleverna nér det
kommer till att veta att likhetstecknet inte betyder “’svaret pa uppgiften”. I de
tre svenska skolorna ar det 52,7%, 46,7% respektive 41,2% som svarar att
”svaret pa uppgiften” inte dr en bra definition av likhetstecknet, vilket kan
jdmforas med 15,4% av de sydkoreanska eleverna i samma arskurs. De elever
som presterar biast dr eleverna pa skolan ddr fordldrarna har hogst utbildning.
Overlag presterar eleverna pa den skola dér forildrarna har lidgst utbildnings-
niva sdmst. Dock presterar eleverna pa Skola C likvardigt och pa vissa upp-
gifter till och med béttre 4n eleverna pa Skola B i arskurs 3.

Eleverna pa Skola A presterar dven béttre dn de sydkoreanska eleverna pa
ndstan alla uppgifter, oftast redan i arskurs 3, men framforallt i arskurs 6. Ele-
verna pa Skola B har dven de en stor positiv utveckling mellan &rskurs 3 och
6. Overlag presterar eleverna i rskurs 3 pa Skola B simre dn deras motsva-
righet i Sydkorea, men i arskurs 6 presterar de oftast likvardigt eller battre dn
de sydkoreanska eleverna p4 manga uppgifter. Aven om eleverna pa Skola C
ocksa presterar battre 1 arskurs 6 jamfort med arskurs 3 s har de en mindre
forbattring &n eleverna pa Skola B. Alla dessa resultat giller savél nir det
kommer till 16sningsfrekvens oavsett metod som nér det géller andelen elever
som anvénder strukturen i de aritmetiska uttrycken. Ett exempel pa en sadan
uppgift dér detta resultat framtrader ar uppgift 3: ”Utan att addera 67 + 86,
kan du sdga om likheten nedan ar sann eller falsk? 67 + 86 = 68 + 85”.

Déremot presterar de svenska eleverna i arskurs 3, oavsett skola, simre dn
de sydkoreanska eleverna nér det géller att anvénda strukturen i uttrycken for
att 16sa luckuppgifter. Dér 30,0% av de sydkoreanska eleverna i arskurs 3 an-
véander uttryckens struktur for att 16sa 43 + =48 + 76 (Uppgift 24) sa ar det
16,7%, 10,9% respektive 8,3% av eleverna i de tre svenska skolorna som an-
vinder en losningsmetod baserad pa uttryckens struktur. I artikeln argumen-
terar jag for att detta kan bero pé att svenska elever ofta enbart ska skriva
svaret 1 rutan och varken behover forklara hur de kom fram till svaret eller
diskutera sin 16sning med andra elever. Daremot 6kar andelen elever som an-
véander uttryckens struktur till arskurs 6 dér 72,7%, 53,3% respektive 26,5%
visar en sédan 16sningsmetod. Detta kan jidmforas med 54,4% av de sydkore-
anska eleverna i arskurs 6.

Dessa resultat kombineras i artikeln till slutsatsen att en elev kan likhets-
tecknets definition inte nddvéandigtvis innebér att eleven kan anvinda likhets-
tecknets relationella innebord. Aven att skillnaden mellan skolorna dkar fran
arskurs 3 till 6 framtrader.

Utover dessa resultat om i vilken utstrackning elever kan likhetstecknets
definition och hur de kan tillimpa detta finns i artikeln &ven ett mer teoretiskt
resultat. Matthews m fl (2012) papekar att berdkningen av uppgifternas sva-
righetsgrad beror pd populationen, vilket dven framkommer i min studie.
Matthews m fl (2012) beskriver att luckuppgiften 43 + =48 + 76 (Uppgift
24) ar lattare &n att avgdra om 67 + 86 = 68 + 85 idr sant eller falskt utan att
addera talen (Uppgift 3). Detta stimmer Overens med de resultat som Pang
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och Kim (2018) far i Sydkorea, men i min studie giller det omvianda. Det vill
sdga, uppgift 24 var svarare an uppgift 3 for de svenska eleverna.
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Avslutande diskussion

Som tidigare ndmnt bestar denna avhandling av tva delar, en matematisk del
och en matematikdidaktisk del. De tva delarna knyts samman med hjilp av
Algebrans stora idéer som &r synliga 1 savél tidig algebra som i algebra vid
universiteten. Detta avser dven att visa det som kan klassificeras som avance-
rad matematik i grund och botten baseras pa samma grundldggande principer
som forekommer i skolmatematiken. Darmed inleds den avslutande diskuss-
ionen med att beskriva denna koppling, vilken dven belyser avhandlingens
forsta forskningsfraga:

1. Vilken sorts algebraiskt tinkande dr gemensamt for den tidiga al-
gebran och algebra pa universitetsniva?

I det efterfoljande avsnittet diskuteras avhandlingens andra forskningsfraga:

2. Vilka mojligheter till tidig algebra erbjuds i svenska kursplanen i
matematik och larobdcker 1 matematik for skolans tidigare ar?

och under rubriken Elevers beskrivning och anvindning av likhetstecknets be-
tydelse diskuteras sedan den sista forskningsfragan:

3. Hur beskriver svenska elever likhetstecknets betydelse och vilken
innebord av likhetstecknet framkommer i deras uppgiftslosningar?

Avslutningsvis diskuteras avhandlingens Didaktiska implikationer och forslag
pa Vidare forskning.

Algebrans stora idéer 1 abstrakt algebra

Algebrans stora idéer utarbetades primaért for tidig algebra, men i detta avsnitt
diskuterar jag hur Algebrans stora idéer trots detta dven ar synliga i avhand-
lingens matematiska del och den abstrakta algebran.

R, C,H och @ ar de mest kidnda exemplen pa reella divisionsalgebror och
beskrivs till och med ibland felaktigt som de enda reella divisionsalgebrorna
(se Artikel I). Detta har till och med tryckts i en vid universitet ofta anvand
larobok:
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The real numbers, the complex numbers, and the quaternions

are the only (up to isomorphism) associative division algebras over the real
numbers (Frobenius, 1878). The only additional division algebra over the
real numbers is the Cayley algebra, which is a vector space of dimension 8
over R (Bott and Milnor, 1957). (Fraleigh, 1999, s. 428)

Citatet beskriver korrekt att R, C och H &r de enda associativa reella divis-
ionsalgebrorna. Tillsammans med O utgdr de alla alternativa’s reella divsions-
algebror. Vidare dr multiplikationen i R och € kommutativ. Utover dessa tva
finns det dven ett odndligt antal kommutativa reella divisionsalgebror med di-
mension 2 (Darpd & Dieterich, 2007), medan multiplikationen i H och @ inte
ar kommutativ. Om multiplikationen i H och @ begrinsas till imagindrrum-
men ar den ddaremot antikommutativ'’ (Lam, 2003).

Utifran de reella talen kan alltsa strukturer konstrueras dar multiplikationen
starkt paminner om den “vanliga” multiplikationen hos reella tal. En sddan
konstruktion synliggdr en del av det som den stora idén GA handlar om, det
vill sdga de reella talen generaliseras till mer allminna strukturer (i detta fall
divisionsalgebror). Denna generalisering bygger pa att egenskaper kdnda fran
de reella talen bevaras, men det dr inte sidkert att alla egenskaper verkligen
bevaras. Darmed behéver generaliseringens begriansningar och méjligheter
undersokas och forstés, vilket dr en del av GA.

Med detta synsitt blir GA framtrddande i arbete med algebraiska strukturer.
Saval grupper, ringar och kroppar som algebror har egenskaper som finns hos
de reella talen. For att forsta de algebraiska strukturerna kan alltsa jamforelse
goras med hur en viss egenskap fungerar i fallet med de reella talen, undersoka
detta i vad som da kan ses som en enklare exempelsituation och de hypoteser
som da uppstar kan lyftas till en mer generell miljé och undersokas dar. I fallet
med divisionsalgebror kan sedan nagot mer komplicerade algebror som kvar-
ternionerna eller oktonionerna anvandas som enklare fall beroende pa vilken
egenskap som undersoks. Denna process syns inte explicit i Artiklarna I-IV
utan finns i sjdlva arbetet bakom artiklarna.

I abstrakt algebra &r variabler ett sjdlvklart inslag. Till exempel anvinde jag
variabler for att definiera en algebra i avsnittet om Avhandlingens matema-
tiska bidrag och i den beskrivningen anvandes tvé variabler. Andra exempel i
Artiklar I-IV dér variabler ingér &r i samband med avbildningar, vilka i sin tur
ger upphov till ekvationer eller olikheter. Vi kan ddrmed identifiera sévil den
stora idén VAR som EEEI inom den abstrakta algebran. Algebrans stora idéer
ar alltsd vil synliga i denna avhandlings matematiska bidrag, &ven om det &r i

16 Att en algebra &r alternativ innebér att for multiplikationen géller att (xx)y =x(xy),
(xy)x = x(¥x) och (yx)x = y(xx). Det vill sidga en svagare form av associativitet. Alla associativa
algebror dr ddrmed alternativa.

17 Med antikommutativ avses en operator * som uppfyller att x * y = - y * x {or alla x och y.
Det enklaste exemplet pa en antikommutativ operation dr subtraktion.
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ett mycket mer avancerat ssammanhang &n i tidig algebra i skolan. Det tanke-
sdtt som kadnnetecknar tidig algebra ar alltsa ndgot som dven finns i matema-
tisk forskning. Aven om det saklart ir ytterst fi elever som senare blir mate-
matiker visar detta dnda att tidig algebra fangar upp centrala aspekter av ma-
tematiken. Darmed innebar tidig algebra ett forhéllnings- och arbetssatt som
underléttar elevernas fortsatta arbete med algebra ldngre upp i skolaren och
dven vid universitetsstudier i matematik.

Mojligheter till tidig algebra 1 Sverige

I foregaende avsnitt beskrev jag hur den stora idén GA, generaliserad aritme-
tik, genomsyrade Avhandlingens matematiska bidrag. 1 skarp kontrast till
detta star Artikel VI som beskriver hur generalisering inte alls ndmns i den
svenska grundskolans kursplan i matematik och att inget av det centrala inne-
hallet i matematik kan kategoriseras som GA. Det &r da latt att tdnka sig att
anledningen till avsaknad av generalisering i tidiga skolédr kan bero pa att ge-
neralisering anses vara for avancerat for barn i de aldrarna. En stor méangd
forskning visar dock att barn tidigt 4r kapabla att generalisera (t ex Bastable
& Schifter, 2008; Blanton, Isler-Baykal m fl, 2019; Britt & Irwin, 2008; Car-
raher m fl, 2006). Som vi redan sett kan till exempel aritmetiska uttryck gene-
raliseras med hjdlp av kvasivariabler (Carpenter & Levi, 2000; Carraher m fl,
2006; Fujii & Stephens, 2001; 2008) och elever kan trdna pa funktionellt tin-
kande med hjilp av monster (Blanton, Isler-Baykal m fl, 2019; Carraher &
Schliemann, 2019). Eftersom ldrobocker kan ses som medierande artefakter
mellan den skrivna ldroplanen och ldraren i1 klassrummet (Valverde m fl,
2002) ar avsaknaden av generalisering i ldroplanen troligtvis en bidragande
orsak till att de studerade larobockernas algebraiska innehéll i mycket lag ut-
strickning kategoriseras som GA. Déremot forekommer EEEI i stor eller
mycket stor omfattning i de béda studerade laromedlen i Artikel VI, med in-
nehall som stimmer Gverens med ldroplanens innehéllspunkter om likhets-
tecknets betydelse (arskurs 1-3) och enkla algebraiska uttryck och ekvationer
samt ekvationslosning (arskurs 4-6). Utifran detta behandlas variabler som
platshallare i uttryck och ekvationer (se Cai m fl, 2010; Kieran, 2007), vilket
brukar beskrivas som en del av en strukturell ansats till algebra (Cai m fl,
2010). Ett annat sétt att ndrma sig algebra dr utifran en funktionell ansats (Cai
m fl, 2010). Detta &r synligt i s&vil den svenska kursplanen i matematik som
larobdcker genom bland annat ménster och talfoljder (Artikel VI), vilket dr en
del av den stora idén FT, men &dven genom att ”samband och fordndring” utgor
ett eget centralt innehallsomrade i Lgrl1.

For att belysa detta ytterligare kan en jaimforelse med andra ldnder goras. I
kontrast till den svenska laroplanen har den estniska ldroplanen inte denna
funktionella ansats utan déar finns istéillet en tydligare strukturell ansats
(Hemmi m fl, 2020). Till exempel ndmns monster inte alls for &rskurserna 1-
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6 i den estniska ldroplanen (Hemmi m fl, 2020). Att monster finns med tidigt
i den svenska laroplanen och dven utgor ett stort inslag i larobdckerna innebér
som jag tidigare ndmnt en mojlighet att knyta samman monster med funkt-
ioner och relationer (Blanton, Stroud m fl, 2019; Carraher & Schliemann,
2019). Denna mojlighet ar inte lika tydligt framskriven i den estniska ldropla-
nen. Det dr dven virt att nimna att den finska ldroplanen kan beskrivas som
en hybrid av funktionell och strukturell ansats (Hemmi m {1, 2020).

Aven om de tva studerade lirobockerna har likheter angdende vilken sorts
tidig algebra som &r synlig sa finns det dven stora skillnader mellan de tva
laroboksserierna. Denna skillnad bestar bade i antalet sidor som har ett alge-
braiskt innehall och i hur stor del av dessa sidor som kategoriseras som EEEI,
GA eller FT. Trots att bockerna har nidstan samma sidantal sa innehéller den
ena laroboken ungefar hélften sd manga sidor med algebra som den andra lar-
oboken. Ytterligare en skillnad &r att GA néstintill &r obefintligt i ldroboken
med minst mdngd algebra, &ven om GA inte heller forekommer i sdrskilt stor
omfattning i den andra ldroboken. En tredje skillnad ar det faktum att de olika
stora idéerna enbart forekommer separat fran varandra i den forsta laroboken,
vilket innebér en avsaknad av mdjligheter till generalisering och samband i
matematiken. Carraher m fl (2006) betonar att det dr viktigt att ldraren upp-
mirksammar de mojligheter till generaliseringar som finns och eftersom ma-
tematikundervisningen till stor del styrs av laroboken (t ex Boesen m fl, 2014;
Engvall, 2013; Hemmi, Krzywacki m fl, 2019; Hemmi & Ryve, 2015; Kol-
jonen, 2017; 2019; Ryve & Hemmi, 2019) innebér detta att eleverna fér olika
mojligheter till tidig algebra beroende pa vilket liromedel som anvénds i den
aktuella klassen. Neuman m fl (2015) visar dven att larare som anvidnder den
forsta laroboken i storre utstrackning later eleverna arbeta enskilt i 1droboken,
vilket gor att ldraren far &nnu férre tillféllen till att uppmérksamma mojligheter
till generaliseringar i undervisningen. Resultaten tyder ddrmed pa att larobo-
ken med minst antal sidor algebra dven lagger en storre tyngd vid procedurell
kunskap och mindre vikt vid konceptuell kunskap jamfort med den andra lér-
oboken.

Sammanfattningsvis visar min studie att det finns mojligheter till tidig al-
gebra utifrdn den nuvarande lydelsen av den svenska ldroplanen. Tidig algebra
finns i mycket varierande omfattning i olika ldrobodcker, vilket gor att de moj-
ligheter till tidig algebra som uppstar i klassrummet kan variera kraftigt bero-
ende pa vilken larobok som anvénds i olika klasser eller skolor. Detta r négot
som jag kommer aterkomma till under rubriken Vidare forskning, men innan
dess diskuterar jag resultaten av den andra didaktiska studien.
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Elevers beskrivning och anvandning av likhetstecknets
betydelse

Aven om ordet “generalisering” inte finns med i den nuvarande kursplanen i
matematik finns det som tidigare ndmnts tydliga mojligheter till tidig algebra
i Lgrll. Till exempel dr ”[m]atematiska likheter och likhetstecknets bety-
delse” en del av det centrala innehéllet for arskurs 1-3 (Skolverket, 2019, s.
55). Det finns flera aspekter av denna innehallspunkt. En av dessa aspekter ar
att kunna aterge likhetstecknets definition, vilket en stor del av eleverna i min
studie kan. Det vill sdga de kinner till att likhetstecknet innebar ”samma som”
och inte svaret pa ett problem. En annan aspekt r att kunna anvinda likhets-
tecknets relationella innebord vid problemldsning, vilket eleverna inte behérs-
kar lika vdl som likhetstecknets definition. Fran studien ar det tydligt att kunna
aterge definitionen med ord inte nédvéandigtvis innebér att eleverna kan an-
vinda likhetstecknet som en relation. Aven omvindningen till detta framtri-
der, det vill sdga att anvinda likhetstecknets relationella innebord behover inte
betyda att eleven kan aterge likhetstecknets definition. Till exempel presterar
eleverna i arskurs 3 i en skola (skola B) klart simre &n eleverna i samma ars-
kurs 1 de tva andra skolorna (skolor A och C) nér det géller att veta att likhets-
tecknet betyder ”samma som” och inte ’svaret pa en uppgift”. Daremot pre-
sterar eleverna pa skola B och C ungefér lika bra ndr de ska 16sa problem
genom att anvénda likheters struktur och darigenom likhetstecknets relation-
ella innebord. Detta belyser att det gér alldeles utmarkt att utfoéra berdkningar
och 16sa problem utan att kunna beskriva varfor problemet 16ses pa det séttet.
Daremot kan avsaknad av en fOrstaelse for likhetstecknets relationella inne-
bord orsaka svarigheter nér eleverna senare borjar losa ekvationer mer for-
mellt (t ex Carpenter m fl, 2003; Matthews & Fuchs, 2020).

Vidare visar min studie att de svenska eleverna i arskurs 6 sa i klart storre
utstrackning &n de sydkoreanska eleverna vet att likhetstecknet inte innebéar
”svaret pa uppgiften”. Detta visar att likhetstecknets innebdrd som en punkt i
det centrala innehallet i kursplanen i matematik, det vill sdga som en del av
den avsedda ldroplanen, dven dr forankrad i den uppnadda léroplanen (Val-
verde m fl, 2002). Déremot presterar de sydkoreanska eleverna i allménhet
bittre dn de svenska nér det géller anviandningen av likhetstecknets relation-
ella innebdrd, vilket dterigen visar att kunna aterge en definition inte &r samma
sak som att kunna tillimpa definitionen. Detta &r &ven ett exempel pa att kon-
ceptuell kunskap inte dr nédvandig for procedurell kunskap och vice versa
(Baroody m fl, 2007; Hiebert & Lefevre, 1986; Rittle-Johnsson & Alibali,
1999). Detta diskuterar jag dven i nista avsnitt, vilket behandlar avhandling-
ens didaktiska implikationer.
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Didaktiska implikationer

En fraga som stills inom matematikdidaktisk forskning dr huruvida undervis-
ningens tyngdpunkt ska ligga pa nyckelbegrepp och hur dessa begrepp kopp-
las samman till en helhet, till exempel med hjilp av Algebrans stora idéer eller
andra stora idéer inom matematik, eller pa procedurer och om den ena sortens
kunskap bor forekomma den andra sortens kunskap. Ménga forskare argu-
menterar dock for att konceptuell och procedurell kunskap samverkar och
uppkommer i en interaktion (Baroody m fl, 2007; Hiebert & Lefevre, 1986;
Rittle-Johnsson & Alibali, 1999). Det vill sdga, stora idéer och procedurer kan
behandlas samtidigt eller omvéxlande istillet for det ena fore det andra. Dock
visar Artikel VI hur den stora idén GA &r nast intill obefintlig i de studerade
laromedlen och ddrmed saknas den konceptuella kunskap som GA innebér. 1
enlighet med det Baroody m I (2007) beskriver sa visar den hidr avhandlingen
att det vore fordelaktigt att tydligare lyfta fram den stora idén GA i svensk
skolmatematik. Det dr da viktigt att aterigen peka pa grundtanken bakom Al-
gebrans stora idéer: de stora idéerna ska ses som ett férhallningssétt till algebra
som paverkar arbetssittet och inte ndgot som ar fristdende fran 6vrig skolma-
tematik (Blanton m fl, 2015).

Till skillnad fran GA ar EEEI vél representerad i svenska laromedel (Arti-
kel VI). En stor del av eleverna i studien i Artikel VII har god kunskap nér det
géller likhetstecknets definition, men kan inte tillimpa denna kunskap lika vél.
Detta tyder pé att eleverna har en relationell uppfattning om likhetstecknet,
men befinner sig pa en ligre procedurell kunskapsniva och ddrmed har inte
koncepten kopplats samman med procedurerna pa det sitt som Baroody m fl
(2007) beskriver. Resultatet visar alltsd att &ven om ndgot betonas tydligt ar
det mojligt att andra aspekter riskeras att bortses fran. Detta belyser att det ar
viktigt att &ven om Algebrans stora idéer i grunden innebér en kunskapssyn
som ar konceptuell s& behdver den samverka med procedurell kunskap (Hie-
bert & Lefevre, 1986; Skemp, 1976; Star, 2005).

Ett samspel mellan konceptuell och procedurell kunskap kan &ven beskri-
vas som att en storre tyngd pd GA inte far innebéra att allt fokus hamnar pa
GA och att GA dérigenom frigors fran helheten. Med en saddan koppling mel-
lan stora idéer (koncept) och procedurer synliggérs dven att en betoning av
likhetstecknets relationella innebdrd inte heller méste innebéra att det till ex-
empel skulle vara forbjudet att séga att en berdkning “’blir” nadgonting i mate-
matikundervisningen. Vi anvéinder ofta verb i matematiken, till exempel ad-
dera, berékna eller rdkna. Om vi pratar om att addera 5 och 3 sé signalerar det
att vi gor ndgot och da &r det inte fel att séga att ”fem plus tre blir atta”. Dér-
emot utldses 5 + 3 = 8 som “fem plus tre dr lika med &tta” for att betona lik-
hetstecknets innebord. Detta paminner till viss del om diskussionen rérande
huruvida elever ska behdva dndra sina uppfattningar om olika matematiska
begrepp allt eftersom nya situationer uppstar eller ej (Davis, 1985). Det vill
sdga, det forsta alternativet &r att “ar” anvinds i samband med berdkningar
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eftersom det underlittar for eleverna niar de kommer i kontakt med likhets-
tecknets formella innebdrd. Det blir da ingen skillnad pa att tala matematik,
till exempel ”fem plus tre ar (lika med) atta”, mot att skriva ner det matema-
tiskt som 5 + 3 = 8. Det andra alternativet ar att exempelvis tala om addition
som en operation och ddrmed att det ”blir” nagonting, men istéllet vara nog-
grann ndr berdkningen skrivs ner och da lyfta skillnaden mellan operationen
addition (5 + 3) och utsagan 5+ 3 = 8. I enlighet med tidig algebra lyfts da
likhetstecknets relationella betydelse i tidiga skolér, &ven om de fyra rdkne-
sdtten beskrivs som operationer (vilket de faktiskt dr) som "’blir” nagonting.
Detta visar dven pa att GA inte ska ses som ett nytt inslag som ska arbetas med
separat eller maste finnas narvarande i undervisningen hela tiden. Istéllet ska
det ses som ett tanke- och arbetssétt som hjalper till att lyfta blicken och déri-
genom hjélpa ldraren att uppticka de mojligheter till GA som redan finns i
nuvarande undervisning (Carraher m fl, 2006). Ett sadant exempel dr monster,
vilket finns med som ett centralt innehall i kursplanen i matematik for arskur-
serna 1-6. Genom att se pd monsteruppgifter med Algebrans stora idéer i
atanke framtrader mojligheter till GA, men dven FT, VAR och EEEI beroende
pé vad syftet &r med den aktuella uppgiften. Vidare medfor den helhet som
Algebrans stora idéer innebér att lararen till exempel behover reflektera 6ver
till synes sma detaljer som “ar” eller ”’blir” i samband med rékneoperationer.
Med varje sadant val kommer fordelar och nackdelar som behdver vigas mot
varandra.

Det ir inte heller enbart ldraren som behdver tinka pa dessa aspekter. Ef-
tersom larobocker i stor utstrickning styr matematikundervisningen (Ball &
Cohen, 1996; Brown, 2009; Jablonka & Johansson, 2010; Johansson, 2006;
Lloyd m fl, 2009; Nicole & Crespo, 2006; Remillard m fl, 2014; Stein m fl,
2007; Tarr m fl, 2008) behover laromedelsforfattare sékerstélla att mdjligheter
till GA ges genom ldaromedlen samt vara noggranna med sival beskrivningar
och sprékliga aspekter. Om Algebrans stora idéer i allménhet, och GA i syn-
nerhet, dessutom tydligare betonas i styrdokumenten framdver behdver, med
tanke pa larobockernas roll som medierande artefakter (Valverde, 2002), 1dro-
medelsforfattarnas roll tydligt belysas. Det dr da viktigt att ha i dtanke att det
ar en sak vad som star pd papperet, sévil i styrdokument som i laromedel, och
vilka intentionerna bakom fordndringen &r, men att detta inte nddvéndigtvis
avspeglas i hur det tolkas av lararna och i vad som sker i klassrummet (Cohen
& Loewenberg Ball, 1990; Hiebert m fl, 2005; Stein & Lane, 1996). Till ex-
empel ricker det inte med att erbjuda tillféllen till GA i ldroboken; dessa till-
fallen behdver dven vara tydligt framskrivna sa att ldrarna vet vad som for-
véntas av dem och eleverna. Eftersom svenska ldrares undervisning ofta bas-
eras pa laroboken snarare 4n ldrarhandledningen (Boesen m fl, 2014; Engvall,
2013; Hemmi, Krzywacki m fl, 2019; Hemmi & Ryve, 2015; Koljonen, 2017;
2019; Ryve & Hemmi, 2019) behover detta explicit framkomma i 1droboken.

Aven det faktum att olika linder har olika undervisningstraditioner behdver
véigas in i sammanhanget. De aktuella undervisningstraditionerna innebér dels
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att det kan finnas ett inbyggt motstand mot vissa fordndringar, men dven att
det som fungerar i ett land inte nédvandigtvis fungerar i ett annat land (Hiebert
m fl, 2005). Aven om jag i denna avhandling jimfor med Sydkorea, och fak-
tumet att de sydkoreanska eleverna presterar bittre dn svenska elever i savil
TIMSS (Mullis m fl, 2016) som i de flesta delarna av min undersokning (Ar-
tikel VII), innebar det inte att Sverige ska gora exakt som Sydkorea. Vidare
argumenterar Hiebert m f1 (2005) for att om en fordndring ska lyckas behdver
hansyn tas till helheten s& det inte tolkas som ett nytt ”innehall” separerat fran
det befintliga innehallet. Aterigen visar detta pa vikten av att Algebrans stora
idéer ska ses som ett Overgripande tanke- och arbetssétt och att detta inte ute-
sluter procedurell kunskap fran undervisningen.

Sammanfattningsvis visar mina studier att det kan vara fordelaktigt att be-
tona Algebrans stora idéer i allménhet och generaliserad aritmetik i synnerhet
1 den svenska skolmatematiken for att mojliggora att eleverna kan dra nytta av
de samband som finns i matematiken. Detta innebdr ddremot inte att till ex-
empel berdkningar och procedurer nddvéndigtvis behdver tonas ned utan istél-
let ska berdkningar och procedurer ses som tillfallen diar Algebrans stora idéer
kan omsittas i problemldsningssituationer.

Vidare forskning

I avhandlingens inledning beskrev jag hur denna avhandling kan placeras i det
som Valverde m fI (2002) beskriver som den avsedda, den mgjligt implemen-
terade respektive den uppnadda laroplanen (se Figur 1). Daremot har inte den
implementerade laroplanen studerats i denna avhandling, det vill sdga jag har
inte studerat vad som sker i klassrummet. For att studera om lédrare arbetar med
Algebrans stora idéer och i sa fall pd vilket sdtt detta sker behdver klassrums-
studier genomforas. Dessa studier kan med fordel kompletteras med lararin-
tervjuer och/eller enkéter med syftet att fanga upp larares kunskap om bland
annat generaliseringar och samband i matematiken samt hur lararna tolkar de
algebraiska delarna av kursplanen. I en saddan studie kan eventuella fortbild-
ningsbehov for att lararna ska kunna arbeta i enlighet med tidig algebra upp-
tackas. Darigenom okar mojligheten till att tidig algebra inte enbart syns 1 14-
roplanen utan dven i den implementerade laroplanen (Cohen & Loewenberg
Ball, 1990; Hiebert m fl, 2005; Stein & Lane, 1996; se dven Valvderde, 2002).

Att larobocker i stor utstrackning styr matematikundervisningen (Ball &
Cohen, 1996; Brown, 2009; Jablonka & Johansson, 2010; Johansson, 2006;
Lloyd m fl, 2009; Nicole & Crespo, 2006; Remillard m fl, 2014; Stein m fl,
2007; Tarr m fl, 2008) samt att svenska ldrares undervisning ofta baseras pa
laroboken snarare dn ldrarhandledningen (Boesen m fl, 2014; Engvall, 2013;
Hemmi, Krzywacki m fl, 2019; Hemmi & Ryve, 2015; Koljonen, 2017; 2019;
Ryve & Hemmi, 2019) motiverar att fler lirobocker behdver studeras. Artikel
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VI visar dessutom att det ar stor skillnad mellan de tva analyserade l4robock-
erna och dirfor ar det intressant att underséka om &vriga laromedel paminner
om néagot av dessa tva eller om andra larobocker lagger tyngdvikten pa andra
aspekter. Det dr dven mojligt att genomfora fordjupande studier om hur en
eller flera enskilda stora idéer uttrycks i de olika larobockerna.

Artikel VII fangar upp elevers uppfattning och anvindning av likhetsteck-
net. Eftersom forstéelse av likhetstecknets relationella innebord visats vara en
prediktor for senare framgang inom algebra (Alibali m fl, 2007; Matthews m
fl, 2020) ar elevers uppfattningar om likhetstecknet vért att studera dnnu dju-
pare. Dessutom ingar numera programmering i matematikdmnet, vilket med-
for att likhetstecknet anvéands i ett annat sammanhang och med en helt annan
betydelse (Brating & Kilhamn, 2020). En utgangspunkt for en sadan studie
skulle kunna vara de olika tolkningar av likhetstecknet som Prediger (2010)
identifierar 1 kombination med likhetstecknets olika innebord i programme-
ringssammanhang (Brating & Kilhamn, 2020).

En annan aspekt av Artikel VII dr de stora skillnaderna mellan elevers kun-
skaper beroende pa vilken skola de tillhor. Att skillnader forekommer bero-
ende pa socioekonomisk bakgrund &r ként sedan tidigare (UNICEF, 2018;
Yang Hansen & Gustafsson, 2016; 2019), men de skillnader mellan skolorna
som upptécktes i studien var for mig ovéntat stora. Eftersom min studie &r en
fallstudie kan inga generella slutsatser géras fran detta resultat. Ddrmed vore
en storre studie om tidig algebra dér hénsyn tas till elevernas socioekonomiska
bakgrund 1dmplig att genomfora.

Aven om denna avhandling tillhér det matematikdidaktiska forskningsfil-
tet handlar detta i ett storre perspektiv om demokrati och eleverna som bli-
vande vuxna aktorer i samhillet. I dagens ldge ar det néstintill ett krav med en
gymnasieutbildning for att vara anstéllningsbar da en majoritet av de unga
arbetslosa saknar en gymnasieexamen (Olofsson & Lundahl, 2013). D4 ménga
elever har svarigheter i matematik i allménhet och algebra i synnerhet (se bl a
Carraher & Schliemann, 2007; Davis, 1985; Kieran, 1981; 2007; Matthews &
Fuchs, 2020) ar det troligt att algebra utgdr ett hinder for en fullstindig gym-
nasieutbildning. Darmed é&r det viktigt att &ven fortsétta studera hur tidig alge-
bra kan hjélpa elever att tillgodogora sig matematiken i skolans senare &r och
pa gymnasiet. En longitudinell studie om effekten av tidig algebra i svensk
skola ar dérfor 6nskvird.
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English summary

The overall aim of this thesis is to contribute with research about algebraic
thinking in the earlier years of the Swedish primary school. Moreover, the aim
is also to describe how this algebraic thinking can be found in mathematics at
the university level. These aims are specified through the following three re-
search questions:

1. What kind of algebraic thinking does early algebra and algebra at the
university level have in common?

2. What opportunities for early algebra are provided by the Swedish
mathematics curriculum and by mathematics textbooks in early
school years?

3. In what ways do Swedish students describe the meaning of the equal
sign and what interpretations of the equal sign are present in their so-
lutions of mathematical tasks?

The first two research questions are investigated by using the so called Big
ideas of Algebra (Blanton et al., 2015) as an analytical tool. The third and final
research question is investigated by using an analytic tool based on Matthews
et al.’s (2012) construct map for knowledge of the equal sign as an indicator
of mathematical equality. The results from these investigations are discussed
from national and international, as well as, mathematical and didactical per-
spectives.

Theoretical approach

A starting point for this thesis is Kaput’s three content strands of algebra:

1. Algebra as the study of structures and systems astracted (sic!) from compu-
tations and relations, including those arising in arithmetic (algebra as gener-
alized arithmetic) and in quantitative reasoning.

2. Algebra as the study of functions, relations and joint variation.

3. Algebra as the application of a cluster of modeling languages both inside
and outside of mathematics. (Kaput, 2005, p. 11)

The five Big ideas of algebra are represented in these three content strands
(Blanton et al., 2015). The first big idea, Equivalence, Expressions, Equations,
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and Inequalities (EEEI) includes describing relationships between and among
generalized quantities. Furthermore, since a relational understanding of the
equal sign has been shown to be important for solving equations (Cai et al.,
2005; Carraher & Schliemann, 2007; Kieran, 1981; 2018; Knuth, 2005; Li et
al., 2008; Matthews & Fuchs, 2020) it is an important aspect of this big idea.

The next big idea, Generalized Arithmetic (GA), involves reasoning about
the structure of arithmetic expressions and generalizing arithmetic relation-
ships. The third big idea, Functional Thinking (FT), involves generalizing re-
lationships between covarying quantities. Variable (VAR) is the fourth big
idea and includes the different roles a variable can play in different mathemat-
ical contexts. The different roles of a variable are described in detail in the
thesis.

The final big idea is Proportional Reasoning (PR), which refers to quanti-
ties related in such a way that the ratio between two quantities is invariant
(Blanton et al., 2015).

Three of these five big ideas are used as an analytic tool to categorize the
mathematical content of the Swedish mathematics curriculum and the mathe-
matics textbooks. The reason for not using all five big ideas is that concepts
related to VAR are integrated in the other big ideas. Furthermore, content that
could belong to PR was treated in a way that the emphasis is on FT instead of
PR in the grades investigated in this study. Therefore, the two big ideas VAR
and PR are not used as part of the analytical tool. This is also in accordance
with the intervention study by Blanton et al. (2019) where VAR is integrated
in instruction throughout the other big ideas and PR is not explicitly addressed.

Method

The empirical material used in the first sub-study consists of the Swedish
mathematics curriculum and two textbooks series in mathematics for Grades
1-6. The algebraic content of the material was classified using the three big
ideas EEEI, GA and FT (Blanton et al, 2015).

The second sub-study is a case study and the empirical material used in this
study consists of the answers from 291 students in grades 3 and 6 on a test
developed by Matthews et al. (2012). The student sample was made by choos-
ing three schools where the students have different socio-economic back-
grounds in order to increase the possibility to get diverse answers. The stu-
dents’ answers were classified as either relational (using the relational struc-
ture of the equality), operational (using computations) or incomplete (incom-
plete, incorrect or no explanation). The results from the different schools were
compared with the results from a study in South Korea using the same test as
in this study (Pang & Kim, 2018).
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Results

The classification of algebraic content in the section Central content in the
Swedish mathematics curriculum reveals that the big ideas EEEI and FT in-
deed are covered. In contrast, the big idea GA is not represented in the Central
content in Grades 1-6. This is reflected in the classification of the algebraic
content of the two textbook series. The two textbook series consist of almost
the exact same number of total pages, but algebraic content is better repre-
sented in one of them. Furthermore, a very small number of pages with alge-
braic content were classified as GA in the first textbook series. In the other
textbook series, more pages, but still quite few, were classified as GA. A sim-
ilar difference was found between the proportions of pages classified as FT in
Grades 1-3. Instead, most of the algebraic content in the first textbook series
was classified as EEEI. These results also show that there are big differences
between the two textbook series, both regarding pages with algebraic content
and the proportion of pages classified as GA, FT or EEEIL

The second sub-study, Primary school students’ knowledge of the equal
sign, revealed big differences between the students’ knowledge levels depend-
ing on which school they attend. However, several students, regardless of
which school they attend, know that the equal sign does not mean the answer
to the problem. In fact, three times as many Swedish students in Grade 6 than
South Korean students in the same grade state “the equal sign means the an-
swer to the problem” is not a good definition of the equal sign. Fewer students
can use the relational structure of an equality to solve problems such as
43 + =48 + 76. Compared with the results from the study by Pang and Kim
(2018) we see that South Korean students in general perform better than the
Swedish students in Grade 3. On the other hand, in Grade 6 students in two of
the three Swedish schools perform as well as or even better than the South
Korean students on some test items regarding the usage of the relational struc-
ture of an equality.

Discussion

Even though much of the early algebra research has matured around the Big
ideas of Algebra, the Big ideas not only can be used as a framework for early
algebra but the ideas can also be identified in abstract algebra at the university
level. In particular, I identify GA as the core Big idea in my mathematics re-
search on eight-dimensional real quadratic division algebras, that is, GA is
truly present in abstract algebra.

In sharp contrast to this, the results of the first sub-study show that GA is
not present in the Swedish mathematics curriculum and not well represented
in the textbook series. On the other hand, EEEI is well represented in both the
mathematics curriculum and in the textbook series. Furthermore, this means
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that variables are often treated as placeholders or unknown numbers in the
textbooks.

FT is also well represented in one of the textbooks series in Grades 1-3 and
in both textbook series in Grades 4-6. Most of the tasks related to FT is in the
form of patterns, which is present in all six grades. This implies that a partly
functional approach to algebra (Cai et al., 2010) can be identified in both the
Swedish mathematics curriculum and at least in one of the two textbook series.
However, since EEEI is even more well represented, this is not the sole ap-
proach to algebra in the Swedish context. The Swedish students are able to
describe the definition of the equal sign in words, but might not be able to use
the relational structure of an equality. This points to the importance of con-
necting definitions and theories to procedures, a connection which might not
be present in the Swedish case.

Since the Swedish mathematics curriculum and the textbooks are focusing
on functions and equations rather than generalizations, this may imply that
Swedish students do not get opportunities to generalize in mathematics.
Therefore, they might not discover the connection between arithmetic and al-
gebra, which is the core idea behind early algebra. Even though early algebra
is present in the Swedish context, this implies that generalizations could be
better emphasized in the Swedish curriculum to further promote early algebra.
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Bilaga 1: Test anvént vid delstudie 2

Nedanstadende test dr hdmtat fran Matthews m fl (2012) och &versatt till
svenska samt anpassat till ett svenskt sammanhang i Artikel VII. I denna bi-
laga dr av utrymmesskal alla tomrum dar eleverna kan skriva 16sningar och
motiveringar borttagna samt alla rutor ersatta med ett tomrum i form av”__

1. Vilka av foljande likheter dr sanna eller falska? Med andra ord, stimmer

likheten?

Efter varje pastdende, ringa in Sant, Falskt eller Vet inte.

Exempel:
3+4=17 Sant(inringat) Falskt
3+4=12 Sant

a) 5+3=8 Sant Falskt

b) 3=3 Sant Falskt

c) 5+5=5+6 Sant Falskt

d) 31+16=16+31 Sant Falskt

e) 7+6=6+6+1 Sant Falskt

f) 6=6+0 Sant Falskt

2. Vilka av f6ljande likheter ar sanna eller falska? Forklara hur du vet det.

a) 7=3+4 Sant Falskt

b) 6+4=5+5 Sant Falskt

3. Utan att addera 67 + 86, kan du sdga om likheten nedan 4r sann eller falsk?

67 + 86 =68 + 85
Sant

Hur vet du det?

98

Vet inte

Falskt(inringat) Vet inte

Falskt

Vet inte

Vet inte

Vet inte

Vet inte

Vet inte

Vet inte

Vet inte

Vet inte

Vet inte

utan att addera



4,
a) Skriv tal som passar i de tva rutorna.
8+2+ =10+

b) Fungerar det med andra tal i rutorna? JA NEJ
Forklara varfor eller varfor inte.

5.17+ 12 =29 dr sant. Ar 17+ 12 + 8 =29 + 8 sant eller falskt?
Sant Falskt Vet inte
Hur vet du det?

6.2-3=6drsant. Ar2 - 3 - 4=6 - 4 sant eller falskt?
Sant Falskt Vet inte
Hur vet du det?

7. Utan att subtrahera 7, kan du sdga om likheten nedan 4r sann eller falsk?
56 + 85 =141 é&r sant.
Ar 56 + 85 —7 =141 — 7 sant eller falskt?
Sant Falskt Vet inte utan
att subtrahera
Hur vet du det?

8. Ar talet som passar i rutan samma tal i bada likheterna?
2 =58 8:2- =8 58
Ja Nej Vet inte
Hur vet du det?

9. Vad betyder likhetstecknet (=) ? Kan det betyda nigot annat?

10. Vilket eller vilka av foljande uttryck &r lika med 6 + 4 ? Ringa in ditt svar
a) 5+5

b) 4+10

c) 1+2

d) Inget av uttrycken

11. Vilket av alternativen nedan skulle du skriva i rutan for att visa att 15
minuter 4r samma som en kvart? Ringa in ditt svar.
15min __ en kvart

a. Y
b. =
C. +
d. Vetinte
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12. Ar detta en bra definition av likhetstecknet? Ringa in Bra eller Inte bra.
a. Likhetstecknet betyder ’samma som” Bra  Inte Bra

. Likhetstecknet betyder "ldgga till” Bra  Inte Bra
c. Likhetstecknet betyder ’svaret pa uppgiften” Bra  Inte Bra

13. Vilken av definitionerna i uppgift 12 dr den bésta? Skriv a, b eller ¢ i
rutan.

14.
a.  Ar detta pastiende sant eller falskt?

1 krona = 100 6re

Sant Falskt Vet inte

b. Vad betyder detta likhetstecken?
INSTRUKTIONER: Vilket tal passar i de olika rutorna?
15. 3+4=__
16. 4+ =8
17. 8=6+__
18. 3+4=__+5
19. +2=6+4
INSTRUKTIONER: I f6ljande uppgifter vill vi att du forklarar hur du tinkt.
Vilket tal passar i de olika rutorna?
20. 7+6+4=T7+
21. 8+ =8+6+4
22. 6-4+3=__+3
INSTRUKTIONER: Vilket tal passar i de olika rutorna? Du kan forsoka hitta
en genvég sé du slipper addera alla tal. Skriv ner dina berdkningar eller hur du
har ténkt.

23. 898 +13=896+

24, 43+  =48+76

100



25. Bestdm vérdet pa z. Med andra ord, vilket véirde pd z gor att likheten
stémmer?
10=z+6

26. Bestdm virdet pa n.
ntn+n+2=17

27. Bestdm vardet pa m.
m+m+m=m-+ 12
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