U.U.D.M. Project Report 2013:13
UNIVERSITET

Kvaternioner — algebraiska och geometriska
aspekter

Katarina Lilja

Examensarbete i matematik, 15 hp
Handledare och examinator: Seidon Alsaody
Juni 2013






Sammanfattning

Kvaternionerna kommer hér att belysas dels ur ett historiskt perspektiv genom deras grundare
och tillkomsthistoria, dels ur ett nutidsperspektiv déar deras algebraiska egenskaper beskrivs
samt dar geometriska aspekter rérande rotationer och nagra av deras tillampningar lyfts fram.
Slutligen kommer en vidare generalisering av kvaternionerna att beroras.
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Historik

| borjan av 1800-talet hande flera matematiskt viktiga saker som kom att fa stor betydelse
framover. | tidsandan lag att man ville soka efter en exakt teoretisk grund inom alla grenar i
matematiken och manga matematiker borjade fokusera mer koncentrerat pa detta. Tre av de
viktigaste féljderna av detta var utvecklingen av icke-Euklidisk geometri, utvecklingen av en
strikt teoretisk grund for kalkylen och utvecklingen av icke-kommutativ algebra.

Under manga ar ansags algebra vara endast generaliserad aritmetik, déar bokstaver anvandes
istallet for siffror och alla de vanliga reglerna fér matematiska operationer daven géllde
algebraiska manipulationer. Vid den hér tiden borjade dock de matematiker som arbetade med
algebra att koncentrerat fokusera pa sadant som slutenhet, kommutativitet och associativitet for
algebraiska operationer.

En av alla dem som funderade pa detta var William Rowan Hamilton. Han foddes vid midnatt
mellan den 3 och 4 augusti 1805 i Dublin, Irland som nummer fyra i en syskonskara pa nio, son
till Archibald Hamilton och Sarah Hutton. [O’Donnell] Familjen hade ekonomiska bekymmer
och man upptackte tidigt att lille William var ett ovanligt begavat barn. Detta var formodligen
bidragande orsaker till att han vid tre ars alder skickades till sin farbror James Hamilton, som
var anglikansk prast och larare i Trim, for att bo déar och han blev sedan féraldralds vid fjorton
ars alder. Hamiltons farbror, som var en intelligent och utbildad man, tog sig an sin brorsons
utbildning och blev hans privatléarare. Detta visade sig vara en lyckad kombination. Hamilton
var en lysande elev och det sédgs att han vid tretton ars alder kunde, i olika grad, cirka tio olika
sprak. [O’Donnell] Sprak var dock inte det enda intresset han hade utan han studerade dven
geografi, religion, litteratur, astronomi och matematik. Det som verkligen véckte hans intresse
for matematik var tva moten med det amerikanska underbarnet Zerah Colburn. [O’Donnell] En
tavling mellan de tva i matematik arrangerades och Hamilton forlorade stort. Efter deras andra
mote Gvergav Hamilton i stort sett sitt intresse for sprak och koncentrerade sig hadanefter pa
matematiken. Detta gjorde han pa egen hand, formodligen for att hans farbror inte hade
tillrackliga kunskaper i detta.

1823 borjade Hamilton pa Trinity College of Dublin University dar han var bast i
intagningsprovet och bestamde sig for att han skulle &gna sig at vetenskap. Han hade smatt
otrolig framgang i sina studier och blev en kéandis i Dublins intellektuella kretsar. Inom optiken
och dynamiken har Hamiltons arbeten lamnat ett stort bidrag och bidrog ytterligare till hans
kéndisskap. Innan han ens tagit sin examen blev han utsedd till Astronomer Royal vid
observatoriet i Dunsink. Vid 30 ars alder blev han som forste Irlandske vetenskapsman adlad
for sitt vetenskapliga arbete och fick medalj av The Royal Society. Tva ar senare blev han vald
till ordférande i The Royal Irish Academy, den mest framstaende akademiska positionen i
Irland. [O’Donnell]

De komplexa talen och den geometriska representationen av sadana var kand vid den hér tiden.
1837 publicerades en uppsats av Hamilton dar framforallt den tredje delen &r av stor betydelse.
Dar utvecklar han de komplexa talen sasom ordnade par av reella tal, nastan pa precis samma
satt som det gors idag. Vad Hamilton gor ar alltsa att ta par av reella tal (a, b) och definiera
operationer med dem, alla med de vanliga reglerna for matematiska operationer. Sedan visar
han att dessa par féljaktligen ar ekvivalenta med de komplexa talen pa formen a + bi. | slutet
av denna uppsats skriver han att han soker efter en "Theory of triplets”. Helt enkelt innebér
detta att han vill utvidga de komplexa talen och hitta en algebra for detta i tre dimensioner.
[Crowe]



Under manga ar forbryllade detta honom och han forsokte hitta ett satt att fa det att fungera i
tre dimensioner. Han beréttar sjélv i ett brev till Archibald, en av sina soner, att varje morgon
vid frukosten fragade William Edward, den andre av hans séner, honom “Jaha, Pappa, kan du
multiplicera tripplar nu?” och han var tvungen att svara med att sorgset skaka pa huvudet och
séiga ”Nej, jag kan bara addera och subtrahera dem.”[O’Donnell] Nagra ar senare visade det sig
ocksa att detta inte ar mojligt.

Men mandagen den 16 oktober 1843 var Hamilton pa vég till ett styrelsemote i The Royal Irish
Academy déar han skulle leda férhandlingarna. Han gick med sin fru, Helen Bayly, langs Royal
Canal och smapratade medan han undermedvetet funderade pa problemet med tripplarna.
Plotsligt fick han en insikt om att tripplar inte var nog utan det behdvdes kvadruppler och han
insag att han inte bara behovde den imaginara komponenten i utan snarare tre sadana, i, j och
k, som uppfyllde:

i?=j*=k*=ijk=-1
Nar nu den grundlaggande formeln dok upp i hans medvetande kunde han inte motsta impulsen

att ta fram en kniv och rista in den i Broom Bridge som de just passerade. Denna inskription
har nu vittrat bort, men en minnestavla finns vid bron. [O’Donnell]
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Here as he walked by
on the 16th of October 1843
Sir William Rowan Hamilton
in a flash of genius discovered
the fundamental formula for
quaternion multiplication
P=pP=K=ik=-1
& cut it on a stone of this bridge
Kélla Wikipedia

Nér sedan Hamilton introducerade kvaternionerna kom detta som en total verraskning for den
matematiska varlden eftersom de brét mot den kommutativa lagen for multiplikation. For den
tidens matematiker verkade en sadan algebra, som uppfyllde alla andra kriterier men inte
kommutativiteten for multiplikation, vara helt omdjlig. Hamiltons insats var borjan pa nagot
helt nytt inom matematiken och 6ppnade véagen for den moderna abstrakta algebran. Senare har
man studerat gott och val Over 200 olika typer av algebraiska strukturer, exempelvis
Liealgebror, vektorrum, divisionsringar/skevkroppar, Jordanalgebror...[Eves]

Ganska snart efter att Hamilton publicerat sina fynd kvaternionerna och sina studier kring detta
i det tredimensionella rummet borjade vektoralgebran att utvecklas och det verkade som om
kvaternionerna ganska snart blev omoderna. Hamilton héll dock fast vid sina studier om
kvaternionerna under sina aterstaende 22 ar av livet. Som sa ofta inom matematiken dar man
forst gor en upptackt och langt senare finner ett anvandningsomrade for denna, har dock
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kvaternionerna kommit till heders igen pa senare ar. Det har upptackts att det finns
anvandningsomraden dar kvaternioner ar ett mycket mer effektivt verktyg dan metoder fran
vanlig vektoralgebra.[Kuipers]

Femtiofyradrige William Rowan Hamilton
Kélla Wikipedia

Hamilton dog den andra september 1865 av ett giktanfall, troligen orsakat av hans daliga halsa
till foljd av hans alkoholism, 6verarbete och mycket olyckliga aktenskap. Detta endast en kort
tid efter att han fatt ett brev som berattade att han blivit vald till den forsta utlandska
medlemmen av National Academy of Sciences i USA, vilket i klartext betyder att han av de
amerikanska medlemmarna ansags som varldens storsta vetenskapsman utanfér USA [Crowe].

Algebraiska aspekter
De reella talen, R, uppfyller féljande villkor;

1) Slutenhet under addition och multiplikation:
omab€ERsdara+b=cocha-b=ddiarc,d €R

2) Associativitet for bade addition och multiplikation:
oma,b,ce Rsd(a+b)+c=a+((b+c)och(a-b)-c=a-(b-c)

3) Kommutativitet for bade addition och multiplikation:
omab€Rsaa+b=hb+aocha-b=b-a

4) Existensen av en nolla, ett enhetselement 0 for addition med egenskapen att a + 0 =
0O+a=aforvarjea € R

5) Existensen av en invers for addition sa att for varje a € R finns ett tal - € R sa att a +
(—a)=(-a)+a=0
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6) Existensen av en etta, ett enhetselement 1 for multiplikation sa att
a-1=1-a=aforvarjea € Rochdar1 0

7) Existensen av en invers for multiplikation sa att for varje a € R, a # 0 finns ett tal a™1,
sdatta™lra=a-al=1

8) Distributivitet for addition och multiplikation sa att for varje a, b, ¢ € R har vi att
a-(b+c)=a-b+a-c

De ovan namnda kriterierna var nagot som ansags galla generellt inom matematiken fram till
fodelsen av den abstrakta algebran. Det var just detta som Hamilton i sin pl6tsliga insikt andrade
pa i och med fodelsen av kvaternionerna. Med Hamiltons formel for multiplikation foljer, som
vi strax skall se, ett brott mot den kommutativa lagen for multiplikation. Till foljd av detta kan
man pasta att Hamilton 6ppnade vagen for den abstrakta algebran. En grundlaggande egenskap
hos abstrakt algebra ar just att det finns strukturer dar en eller flera av dessa vélbekanta lagar
inte galler, exempelvis att en viss operation inte &r kommutativ.

Kvaternioner
En kvaternion skrivs pa formen

|9 = qo +iqi+jgs + kqs]|

Dér g0, 91, 92,93 € R och i,j och k &r de imagindra enheter som Hamilton inférde. Mangden
av alla kvaternioner skrivs H som en tribut till deras upphovsman, Hamilton.

Definition

Givet tva kvaternioner, sag p = po + ip; + jp, + kps och q = qo + iq, +jq, + kqs, p = ¢
om och endast om p, = qo,p1 = q91,P2 = g, och p; = q5. Skaldrerna q,, q1, 92, q; kallas
kvaternionens komponenter.

Addition

Om vi har tva kvaternioner, p och g, sa definieras addition av dem p + q = (poy + qo) +
i(p1+q1) +j(pa +q2) + k(ps + q3) =19+ iry + jry, + krys € H. H ér alltsa sluten under
addition.

Det finns ocksa en 0-kvaternion, 0 = 0 + i0 + jO + kO sadanatt 0 + p =p+ 0 =p,Vp € H.

Varje kvaternion, g, har en additiv invers, -q s att ¢ + (—q) = —q + q = 0, ndmligen om q =
Qo +1iq1 +jqz + kqs sadr —q = —qo — iqy — jgz — kqs.

Addition av kvaternioner &r bade associativ och kommutativ eftersom addition av reella tal har
de egenskaperna och addition av kvaternioner ar uttryckt komponentvis i termer av denna.

Multiplikation

Multiplikation med en skalér fungerar pa precis samma satt som med vektorer i R®. Om ¢ € R,
ochq =qy +iq; +jq, + kq; € H har vi att

cq = cqq +icqq + jcq, + kcqs



For att kunna multiplicera tva kvaternioner anvander vi oss av den formel som Hamilton kom
fram till, ndmligen:

i2=j2=k>=ijk=-1

Hérav foljer att:

ij=k=—ji
jk =i=—kj
ki=j=—ik

Dessa produkter &r inte kommutativa, och da har vi att produkten av tva kvaternioner inte heller
ar kommutativ.

Omp =p, + ipy + jp, + kps och q = qo + iq, + jq, + kq; sé har vi att:

pq = (po + ip1 + jp2 + kp3)(qo + iq1 + jq2 + kq3)
= PoQo + iPoq1 + jPod2 + kpoqs + ip1qo + i*p1qs + ijp1q; + ikp1qs + jp2qo + jip2q:
+j?p20z + jkp2qs + kpsqo + kipsqq + kjp3q, + k*p3qs
= Poqo + iPoq1 + jPoq2 + kPoqs + ip1qo — P1G1 + kP1q2 — jP143 + jP290 — kD2q1
—P292 + ip2q3 + kp3qo + jp3q1 — ip3q2 — P3q3
= Ppoqo — (P1q1 + D292 + P3q3) + Po(iqs +jq2 + kq3) + qo(ip1 + jp2 + kp3)
+i(p2q3 — p392) + (P31 — P193) + k(P192 — P241)

Senare kommer vi att uttrycka denna produkt mer kompakt, men vi borjar med att géra nagra
iakttagelser géllande kvaternionprodukten. Vi konstaterar nu att H &r sluten under
multiplikation, ty givet tva kvaternioner, sag p och g, sd har vi att pqg = 1y + iry + jr, + kry =
r dar r € H. Kvaternionprodukten ar ocksa associativ, och vi har konstaterat att den inte &r
kommutativ. Multiplikation i H ar ocksa distributiv 6ver addition.

Hur ar det da med ett enhetselement, en etta, for multiplikation? Detta kommer vi att aterkomma
till nar vi har fatt ett lattare satt att skriva kvaternionmultiplikation pa.

Nu konstaterar vi att man kan se H som R*, namligen genom att i det fyrdimensionella
vektorrummet R* vilja standardbasvektorerna

e, =(1,0,0,0) e, = (0,1,0,0) e3 =(0,0,1,0,) e, = (0,0,0,1)

och lata 1 =e;,i = e,,j = e3 och k = e,. En kvaternion q = q, + iq, + jq, + kqz kan da
skrivas (qo, g1, 92, g3) SOom en vektor i R*.

Har stannar vi upp och konstaterar att skalarprodukten for tva vektorer d och b dar d, b € R3
ar

C_i ) l_; = a1b1 + azbz + a3b3

och kryssprodukten for dessa vektorer &r



dxb= i(azbs — azb,) + j(asb, — a,b3) + k(a,b; — azby)

Vi maste da stélla oss en befogad fraga: Vad har rakneregler for vektorer i R® att gora med
kvaternioner och dess produkt da kvaternioner tillhér R*? Svaret ar att man kan se vektorer i
R3 som kvaternioner dar g, = 0, det vill saga sitta R®> = H,,,,, dar H,,,, & mangden av alla
kvaternioner med g, = 0, sa kallade rent imaginara kvaternioner.

Vi konstaterar ocksa att kvaternioner ibland definieras som summan

q=qo+q4=qo+iqs +jq, +kqs

och man ser dem da som bestdende av en realdel, g,, och en imaginardel, ¢ = iq, + jq, +
kqs, dar g € R3 eller H,,,, om vi sa vill.

Nu kan vi utnyttja raknereglerna ovan for skalarprodukten och kryssprodukten i R? till att skriva
kvaternionprodukten som

Pq =Doqo— P G+ DpoG+qop+DXg

| det specialfall dar tva kvaternioner som bada har realdelen noll, det vill sdga rent imaginara
kvaternioner, blir kvaternionprodukten

Pq=D%xXq4—p-q
Nu &r vi mogna for att bevisa satsen om att det finns en multiplikativ etta.

Sats
Det finns en etta, det vill séga ett enhetselement, for multiplikation med kvaternioner, namligen
kvaternionen 1 = 1 + 0i + 0j + Ok.

Bevis
Givet en kvaternion, p = py + ipy + jp, + kps harviatt pl =py-1—5-0+p,0 + 1-5 +
B x 0 =p,+ B = p, och pa liknande siitt fas 1p = p.

Ett annat satt att skriva kvaternionprodukten &r att anvanda matrisform till att utfora
multiplikationen. Om vi skriver produkten som:

pq =1 =1y +ir, +jr, + kr3
D4 har vi att:

To = Po90 — P191 — P292 — P393
71 = Poq1 t+ P190 + D293 — D392
T2 = Poqz2 — P193 + P290 + P3q1
T3 = Poq3 + P192 — P291 t+ P390

Skrivet i matrisform far vi da:



P3 Po —Pi||42

To Po —P1 —P2 —P3] [0
| _|P1 Po —P3 P2 ||

|2
Ps —P2 P1 DPo 1143

Vart att ndmna ar att det ocksa finns en matris A s att

To Po
nl_ ,|P1
| A P2
T3 P3

Det finns ocksa en multiplikativ invers till varje kvaternion g € H, dar q # 0. For att visa detta
behdver vi forst definiera konjugatet och normen av en kvaternion.

Konjugat

Definition

Givet en kvaternion, g = q + iq; + jq, + kqs, definierar vi konjugatet av g som
q" = qo —iq1 — jqz — kqs.

Givet tva kvaternioner p och g har vi att kvaternionproduktens konjugat ar (pq)* = q*p*.

Sats
Summan av en kvaternion q och dess konjugat q* ar en skalar, det vill séga ett reellt tal.

Bevis
q+q =(qo+q +(qo—q) = 2q, dir 2q, € R.

Norm
Definition
En norm pa R™ &r en funktion N: R™ — R som uppfyller
- N()=0, Vv E R"och N(v) = 0 & v = 0, dvs funktionen &r positivt definit
- N(av) = |a|N(v), Va € R, v € R™, dvs funktionen ar homogen
- Nw+w)<Nw)+NWw), VYv,w € R", dvs funktionen uppfyller triangelolikheten

Den vanliga Euklidiska normen pa R™ ges av den sa kallade avstandsformeln
VU2 + 2 + 02+ + 2

Normen av en kvaternion, N(q)eller ||q||, & den vanliga Euklidiska normen och man kan visa
att ||qll = +/q*q, ty om vi utnyttjar formeln for kvaternionprodukten och det faktum att for varje
vektor ¢ har viatt g X g = 0, ger det oss féljande

q'q = (q0— 3 (q0 + q)

=qoq0— (=¢) "G+ qoG + (=G)q0 + (—G) X G
=q5+4-q

=q5 +qf + a5 + 45 = llql?

For en godtycklig kvaternion, g, har vi alltsd att g*q = ||q||2, och aven qq* = ||q||?.



Definition
En enhetskvaternion &r en kvaternion med langd 1, dvs 1/q2 + 2 + g2 + g% =

Slutligen studerar vi normen av produkten av tva kvaternioner, p och g

Sats
llpqll = lipliliqll

Bevis
ipqll* = (p)(p@)* = pqq*p* = pliqll*r* = pr*liqll* = liplli*liqll?

S& normen av produkten av tva kvaternioner ar produkten av kvaternionernas individuella
normer. Harav foljer att produkten av tva enhetskvaternioner ar en enhetskvaternion.

Invers
Nu &r vi redo att definiera kvaternionens multiplikativa invers, g~1. Den skall uppfylla

q'q=qq =1

dér g # 0, eftersom 0 saknar invers.
Multiplicera med det komplexa konjugatet g*.
qa'9q" =q'qq™ " =q".

Nu har vi att

q 'llqli® =llqli*q™" = q", ty qq" = llqlI?,

varur fas att

*

4. q
T =4l

Da har vi kommit fram till definitionen av kvaternionens invers:

*

4 q
T Tl

*

Om da g ar en enhetskvaternion, ||q|| = 1,sd4arq™! = q*.

Nar vi nu har studerat algebra for kvaternioner kan det vara pa sin plats att se H i ett storre
sammanhang och vi gor darfor foljande definitioner.

Definitioner

En reell algebra &r ett reellt vektorrum med en multiplikation som ar bilinjar: om V &r en reell
algebra, a,b,c € V och r,s € R sa har vi att (ra + sc)b = r(ab) + s(cb) och b(ra + sc) =
r(ba) + s(bc)



En divisionsalgebra ar en algebra sa att ekvationerna ax = b och xa = b har entydiga losningar
x for varje b och varje a # 0.

En ring &r en mangd som &r sluten under addition och multiplikation. Additionen skall vara
associativ, kommutativ samt ha en additiv invers. Multiplikationen skall vara associativ och
den distributiva lagen skall gélla. Dessutom skall det finnas ett enhetselement for bade addition
och multiplikation. Ett exempel pa en ring ar heltalen, Z.

En divisionsring eller skevkropp &r en ring som uppfyller ovanstaende och dessutom uppfyller
att varje a # 0 har en multiplikativ invers. Ett exempel pa detta ar kvaternionerna, H.

En kropp &r ett objekt som uppfyller alla kriterier for en divisionsring och dar multiplikationen
ar kommutativ. Exempel pa kroppar &r de reella talen, R, och de komplexa talen, C.

Hyperkomplexa tal &r ett namn som ges at utvidgningar av de komplexa talen och ar tal med
flera imagindra delar. Precis som man kan se de komplexa talen som punkter i ett plan, kan man
se hyperkomplexa tal som punkter i Euklidiska rum med hogre dimensioner. Exempel pa
hyperkomplexa tal ar kvaternioner, H, med dimension 4, oktonioner, O, med dimension 8 och
sedenioner, S, med dimension 16. | detta sammanhang kan man ocksa se de reella talen som
hyperkomplexa tal med dimension 1 och de komplexa talen som hyperkomplexa tal med
dimension 2. Alla hyperkomplexa tal med dimension stérre an 2 bryter mot en eller flera av
villkoren som galler for de reella talen (och som visades pa sidan 4-5).

Kvaternionerna, H, ar alltsa hyperkomplexa tal av dimension 4. Det finns tva olika synsatt pa
dem, antingen ser man kvaternionerna som en reell algebra eller som en icke-kommutativ
divisionsring. Vilket av dessa synsatt man valjer ar helt en fraga av vilket sasmmanhang, eller
kultur, man star i, eftersom kvaternioner ar bade en reell algebra och en icke-kommutativ
divisionsring.

Geometriska aspekter
Foljande framstéllning av de geometriska aspekterna ar framforallt inspirerad av Kuipers.

Kvaternioner har den egenskapen att de &r sarskilt val lampade for rotationer i R3. Vid en forsta
anblick later detta inte mojligt eftersom kvaternionerna ar fyrdimensionella och darmed lever i
R*. Vi ska nu titta narmare pa hur detta kan hanga ihop, och vi borjar med att konstatera att en
rotationsoperator i kvaternionform maste ha vissa egenskaper for att fungera i R3. Dessa
egenskaper bor vara att vi pa nagot satt kan stoppa in en vektor, # € R3 och fa ut en roterad
vektor, w € R3 dar bade normen hos vektorn och kryssprodukten av tva vektorer ar bevarad,
det vill sdga rotationen maste bevara langd, vinkel och orientering.

For att fa enklare formler och berakningar anvander vi skrivsattet ¢ = qo + ¢ for kvaternioner
dar vi delar upp q i en reell del och en imaginar del, det vill sidga g, € R och G € R3. Problemet
med att anvanda vektorer i R3 loser vi genom att som tidigare vélja att se alla vektorer i det
tredimensionella rummet som sa kallade rent imaginara kvaternioner.

Vart mal ar nu att hitta denna rotationsoperator i kvaternionform och na fram till en definition.
Sedan vill vi verifiera att denna operator kan tolkas geometriskt som en rotation i R3.
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Vi antar nu att en rotationsoperator i kvaternionform har samma form som den vélkanda
rotationsmatrisens operator, det vill sdga att man bara multiplicerar fran vanster. Om detta
antagande stammer skulle det betyda att en kvaternion g € H pa nagot satt representerar en
rotation, och att vi kan finna bilden W € R3 av ndgon vektor ¥ € R3, dar vi ser R® som H,,,,
genom att anvanda den enkla produktregeln w = g#. En sadan regel skulle givetvis bade betyda
att produkten av en kvaternion, g, och en vektor v, alltid ar definierad och att produkten alltid
skulle vara en vektor i H,,,. Vi undersoker detta.

Lat ¥ € R® ges av kvaternionen v = 0 + ¥ i H,,,,. Givet nagon kvaternion g = q, + ¢ € H kan
vi med hjalp av definitionen for kvaternionmultiplikation rdkna

qv = (qo + 4)(0 + )
=qy'0—G-v+0-G+qyV+Gx7v
=—q V+qv+gxv

Men detta visar att resultatet generellt sett inte svarar mot en vektor i H,,, eftersom resultatet
bara blir noll i specialfallet dar g och v &r ortogonala, det vill sdga ¢ - ¥ = 0. Liknande problem
uppstar om vi multiplicerar fran hoger. Vi kan darfor inte véanta oss att var sokta
rotationsoperator bara ska besta av multiplikation med en enda kvaternion. Detta leder oss till
antagandet att var sokta operator bestar av minst tva faktorer, det vill sdga tva kvaternioner.
Forhoppningsvis ar det da mojligt att sakerstélla att resultatet av operationen alltid blir en vektor
narhelst en vektor matas in i funktionen.

Vi antar da att var sokta rotationsoperator bestar av multiplikation med tva kvaternioner, sag g
och p, dér q,p € H, och lat en tredje kvaternion, sag v, dar v € H,,,, motsvara nagon vektor
som vi vill rotera, var variabel i funktionen. Da har vi sex mojliga produkter dar dessa tre
kvaternioner ingar, namligen

pgv pvq qvp qpv vpq vgp

Vi vet att H &r sluten under multiplikation, medan H/,, inte &r det. Detta leder oss till att de
trippelprodukter ovan som innehaller produkterna pq, gp € H inte kommer att fungera eftersom
vi just visat att en multiplikation fran en sida inte fungerar som den rotationsoperator vi soker.
De produkter som da aterstar att undersoka ar pvq och qvp. Eftersom q och p ar godtyckliga
kvaternioner behdver vi inte géra nagon skillnad mellan dessa tva, och vi nojer oss med att
undersdka om produkten qvp kan fungera som rotationsoperator.

Lat g=qo+G,p=po+Pochv=0+7 . Da har vi med hjalp av var definition av
kvaternionprodukten att realdelen av qvp ar

(qvP)re = —Po(G V) — qo(¥-P) — (§ X D) - P

Vi skriver om produkten med hjalp av reglerna for vektoralgebra och far

(qVP)re = —Po(G V) — qo(B- D)+ (§ X P) -V

Nu paminner vi oss om att var operator maste vara sadan att produkten alltid blir en rent

imaginar kvaternion, representerande en vektor i R3, narhelst vi stoppar in en sidan. Realdelen
av denna produkt maste foljaktligen bli noll.
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Antag att p, = q,. Da kan vi skriva realdelen som

(qVP)re = —qo(G+P) U+ (G XP) -V

Da har vi att (qup)ge. = 0 om p = —¢. Detta betyder helt enkelt att
P=po+P=q—4=4

Hérav foljer att vi nu har en kvaternionprodukt som producerar en rent imaginar kvaternion nér
variabeln v € H,,,, namligen qvqg*. Lat nu den ursprungliga vektorn som skall roteras vara 7,
da har vi en méjlig trippelfunktion for en rotationsoperator i kvaternionform namligen

W = quq”

Vi har nu funnit en funktion som kan hantera vektorer i H och som tar en vektor till en vektor.
Nu vill vi sakerstalla att denna funktion inte andrar langden pa den vektor den appliceras pa.
Detta &r en nodvandighet for att vara en lamplig rotationsoperator eftersom langden av en vektor
i R? inte forandras vid en rotation.

Sats
Om ¢ ar en enhetskvaternion bevarar funktionen ¥ — gq¥q* langden hos den ingaende vektorn,
2

Bevis
Wl = llqvg*ll = llqllIZlllg*ll = 1-1I¥]l - 1 = |7l

Om denna funktion skall kunna anvandas som rotationsoperator vill vi ocksa kunna associera
en vinkel med en kvaternion. L4t q vara en godtycklig enhetskvaternion, det vill sdga g3 +
IG|I?> = 1. Dessutom vet vi att for varje vinkel 8 4r cos 82 + sin §2 = 1. D4 har vi att det maste
finnas en vinkel sa att

cos 8 = g, och
sin6 = ||g|

Denna vinkel kan vara unikt bestdmd om vi valjer ett lampligt intervall. 1 allméanhet vill vi att
0 uppfyller kravet —m < 0 < 7. Pa sa sétt har vi nu en vinkel, 8 som vi kan associera med en
kvaternion, g. Nu definierar vi en enhetsvektor, , vilken representerar riktningen av g € H,,
genom att skriva

Q.

-

U= o G =1llgll=using,om]||g|l #0

gl

1 definieras alltsd av ¢ = 1isin® om sinf # 0, och om sin@ = 0, sitt 1 lika med sig i
eftersom det vid rotation med vinkeln 0 inte har nagon betydelse vad u ar. Darfor skulle vi i
detta fall ocksa kunna skriva i = j eller k (eller nagot annat).

_

Da kan vi skriva en enhetskvaternionen g i termer av vinkeln 8 och enhetsvektorn % som
q=qo+q=cosf+1usinb

12



For att undersoka vidare vilken exakt geometrisk mening vinkeln 6 och vektorn 4 har i uttrycket
q = cos @ + i sin O och vilken paverkan kvaternionfunktionen och dess ingdende parametrar
har pa vektorn ¥ anvander vi oss av ett exempel.

Lat kvaternionens vinkel 8 =% och som vektor associerad med kvaternionen anvander vi

standardvektorn k. D& kan vi skriva

V3 1
q =cos@ + ksin6 :7+§k

Vi tillampar vidare operatorn ¥ — q¥q* pa standardvektorn ¥ = 7. Vi har da

W = qvq”

v3 1 v3 1
=(7+§"><0+‘><7‘§">
V3. 1 )\/V3 1
=(7‘+§f><7‘§">

3. v3. v3_ 1.
Sttt

1. V3,
—tty

Aterigen har vi en rent imaginar kvaternion precis som vantat. Rotation har alltsd skett runt
ti-axeln och vinkeln associerad med denna rotation &r g ty cos (g) =% och sin (g) = ?

Detta ar dubbla ingdende vinkeln, 26 = 2% = g Vikan da i fallet 6 = %skriva resultatet som

W = icos26 + jsin 20

Detta exempel bekréftar aterigen att operatorn gig* verkligen ar en rotationsoperator i R3, dar
rotationens vinkel ar dubbla vinkeln som ar associerad med kvaternionen g och vi vill visa att
detta géller &ven for en godtycklig vinkel 6. FoOr att gora detta anvander vi o0ss av
trippelvektorprodukten.

Lemma
dx(bx¢)=(d-&b—(a-b)é
(@xb)xé=(d-&)b—(b-¢)d déir vd, b, ¢ € R®

Latg = g, + g och ¥ = 0 + ¥ dir ¥ € H,,,. Rakningar visar att

w=qvq* = (qo +§) (0 +)(q0— §)
= (q2 — IGII»¥ + 2(g - D)G + 2q,(g x V)

Har har vi anvant ovanstaende lemma och det faktum att (g X ¥) - ¢ = 0.
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Definition
Rotationsoperatorn definierar vi nu genom K, (v) = qvq* dar q € H, for v € H,

Det vill sdga

Ko@) = (g5 — 1G11))% + 2(§ - V)G + 2q(q X V)

Nu vill vi bevisa att operatorn K,verkligen representerar en rotation i R® och att
rotationsvinkeln ar dubbla vinkeln kopplad till kvaternionen g. Vi borjar med att visa att var
operator ar en linjar funktion.

Sats
K, () = qq* &r en linjar funktion, det vill siga K, (sd + b) = sK,(@) + K,(b), dar d,b €
H,, ochs € R.

Bevis

K,(sd + E) = q(sd + b)q"
= (sqd + qb)q*

=sqaq” +qbq"_

= sK,(a) + K, (b)

Som vi konstaterat forut ar langden av en vektor bevarad under kvaternionfunktionen,
|k, (@ || = lIZ]l. Denna egenskap &r, som vi ocksa sagt forut, nédvandig om funktionen skall
beskriva en rotation.

Vi paminner oss om att for varje enhetskvaternion, med langd 1, kan vi, fér ndgon vinkel 8,
skriva
q=qo+q=cosf+1uUsinb

Dar u ar en enhetsvektor.

Givet en vektor ¥ € R3 delar vi ¥ i tva ortogonala delar och skriver om ¥ pa formen

U =d+n dar d ar komponenten langs med vektorn % och 7 & komponenten vinkelrat mot
vektorn i och 7,d € Hp,,. Vi vill nu visa att rotationsoperatorn K, lamnar den forsta
komponenten, a opaverkad, medan den andra komponenten 7 roteras kring
i med vinkeln 26, dar 6 &r vinkeln associerad med . Detta visar att K, &r en rotation runt i

med vinkel 26.

Eftersom vektorn a ligger langs med vektorn i, ar a helt enkelt en skalar multipel av 4 sa att
d = su dar s € R. Med hjalp av var definition av rotationsoperatorn K, (¥%) kan vi nu skriva

K,(@) = K,(st) = sK, (i) = s(quiq*) = (cos 8 + 1 sinB)u(cosf —usinh) = sii = d
Och vi har visat att a ar bevarad.

Vi vill nu visa att K, roterar komponenten 7 med vinkeln 26 runt & som axel. Med hjalp av vér
definition av rotationsoperatorn, dar vi byter ut ¥ mot 7, kan vi skriva

14



K, = (g5 — 14117 + 2(q - g + 2q0(4 X 7))
= (g5 — I1G11*)7 + 2q0(q x 1)
= (a5 — 1G11*)7 + 2qolIG1I (@ x 1)

Har har vi anvant att 1 = ﬁ om ||G|| # 0, samt att g - % = 0 da 7 ar ortogonal mot .

Lat % x 7 = 71, da kan vi skriva om ekvationen som

K,@) = (g5 — I1GI11)7 + 2q0lIG1In,

Nasta steg ar nu att visa att 77 och 77, har exakt samma langd. Forst noterar vi att vinkeln mellan
N - .. T . Vs - -

nochn, ar > och eftersom sin (E) = 1 kan vi skriva

Il =l x all = |zl sin - = (|7

Slutligen kan vi, om vi utnyttjar att g =cosf +usinf,—nw <0 <m, har vi q, =
cos 6 och |||l = sin 8, och skriva K, (i) som

K, (i1) = (cos 6% — sin 6%)7 4 (2 cos 6 sin ) n
= cos207 +sin20n;

Vi har nu visat att
W =quq* = Kq(ﬁ) = Kq(d +7n) = Kq(d) + Kq(ﬁ) =a+m
dar m = K, (i) = cos 2071 + sin 20 ny

Harav foljer att 1 ar resultatet av en rotation av 7 under vinkeln 26. Eftersomw = a + m foljer
att w = qvq* kan ses som vektorn v roterad vinkeln 26 runt i som axel.

Séledes har vi nu bevisat foljande [Kuipers]

Sats

For varje enhetskvaternion, ¢ = q, + ¢ = cos 6 + 1 sin6 och for varje vektor v € H,,, ar
funktionen K,(¥) = qvq* pav en rotation av vektorn © med vinkeln 26 runt i@ som
rotationsaxel.

Sats

Om vi multiplicerar tva godtyckliga kvaternioner, sag p och g, som bada har samma vektor i,
da ar produkten en kvaternion, r, vilken ocksa har samma vektor . Vidare &r vinkeln associerad
med produkten summan av vinklarna som ar associerad med faktorerna, det vill séga p =
cosa + usina och g = cosf + U sin B ger pq = cos(a + B) + usin(a + B).

Bevis

Lat p =cosa + Usina ochqg =cospB +usinB. DA har vi, med hjalp av regeln for
kvaternionprodukten, att

15



pq = (cosa + U sina)(cos B + usin B)

=cosacosf — (usina) - (UsinB) + cosa (usinB) + cos B (Usina) + U sina X usin B
= cos a cos B — sina sin B + U(sin @ cos B + cos a sin B)

= cos(a + B) + usin(a + B)

Detta ar exakt vad vi forvantar oss eftersom kvaternioner pa nagot satt representerar rotationer,

och  Kyq(®) = (0@)5(pq)” = p(qPq")p" = K, (K,(B)). Det vill siga K, ér
sammansattningen av K,, och K,, och tva rotationer runt samma axel &r en rotation runt den

axeln med summan av vinklarna. Dessutom talar det faktum att ocksa vektorn u dyker upp igen
i kvaternionprodukten, for att den pa nagot satt ar inblandad i operatorns verkan pa vektorn o.

| manga tillampningar ar det nédvandigt med serier av rotationer och da kan man satta samman
en serie av rotationsoperatorer. Beviset och exempel pa detta &r dock ndgot som gar utanfor
detta arbetes ram. Dock visar det ovanstaende beviset av att pq ar en rotation med vinkel
(a + B), att om man sétter ihop K, och K, s& fdr man en rotation med den vinkeln, i
specialfallet dar p och g har samma u-vektor. Eftersom sammansatta rotationer ges av
produkter av enhetskvaternioner sa ger kvaternionerna en enkel och effektiv metod att studera
dessa.

Kvaternioner har pa senare tid kommit till anvandning i samband med exempelvis datorgrafik
och styrning av robotar. Om man till exempel vill fa en robot att rotera sin arm fran en position
till en annan behover man finna rotationen mellan tva punkter i rummet och att géra detta med
hjalp av kvaternioner ar valdigt enkelt. Det ar ocksa vanligt att man anvander
kvaternionrotationer i bade militara och kommersiella flygsimulatorer.

| moderna dataspel anvéands ocksa kvaternioner i moduler, sa kallade fysikmotorer, vilka
anvands for att fa foremal som interagerar att rora sig pa ett naturligt satt. De far saker att valta,
falla, studsa och rotera som i verkligheten. Har utgor kvaternionerna ett overlagset verktyg som
ger snabba och effektiva berakningar. Sarskilt i dataspel med tredjepersonsperspektiv kan
kvaternioner anvandas for att styra kameran genom vilken spelaren ser spelkaraktéaren.
Kvaternioner ger mjuka rotationer och spelet Tomb Raider fran 1996 var ett av de forsta storre
kommersiella spelen som anvande denna teknik. [Bobick]

En stor fordel med att anvénda just kvaternioner vid rotationer &r att man undviker ett fenomen
kallat ”gimbal lock”. Detta dr ndgot som intréffar nér en serie av rotationer i 90° utfors. Plotsligt
ager inte rotationen rum pa grund av att axlarna placerar sig pa en rét linje och sa att saga
motsvarar samma rorelse, en frihetsgrad gar forlorad. Intraffar detta till exempel i ett styrsystem
for flygplan skulle det kunna fa katastrofala foljder. Men detta undviks alltsa om man anvander
kvaternioner vid rotationer.

Absolutbeloppsalgebror

En egenskap hos H ar att de ar en absolutbeloppsalgebra. En absolutbeloppsalgebra ar en reell
noliskild algebra [se tidigare definition] med en norm [se tidigare definition] som &r
multiplikativ, ||x-y|l = llx| - |lyll for alla x och y hos algebran. Det finns endast
andligtdimensionella absolutbeloppsalgebror av dimension 1, 2, 4 och 8 [Albert], exempelvis
de reella talen, R, de komplexa talen, C, kvaternionerna, H och oktonionerna O.
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Isomorfi
Ett generellt mal ar att forklara strukturen hos alla absolutbeloppsalgebror, A, dird €
{1,2,4,8}, upp till isomorfi.

Definition

Tva algebror, A och B, ar isomorfa om det finns en funktion f: A - B sdatt f(x + y) = f(x) +
f(y)forallax,y € A, f(ax) = af(x) forallaac € R,x € A och f(x-y) = f(x)- f(y) for
alla x,y € A. Funktionen skall dessutom vara bijektiv. En sadan funktion, f, kallas isomorfism.

Att tva algebror ar isomorfa betyder alltsa att de ar ekvivalenta da de far liknande algebraiska
egenskaper. Det finns bara en endimensionell absolutbeloppsalgebra upp till isomorfi, ndmligen
de reella talen, R. Nu undersdker vi hur det & med absolutbeloppsalgebror av dimension tva
och fyra.

Tvadimensionella absolutbeloppsalgebror
| tva dimensioner ar det mojligt att lista alla absolutbeloppsalgebror som finns upp till isomorfi.
Klassificering ar en listning upp till isomorfi. Den klassificeringen bestar av fyra algebror,
C,C*, *C och C [Ramirez] och de definieras av de olika multiplikationerna
C med multiplikationen xy

C* med multiplikationen xy*

*C med multiplikationen x*y

Cmed multiplikationen x*y*

dar x,y € € och multiplikationen som anvands ar multiplikation i C. Ett exempel pa en
multiplikationi €* ddrx = 1 +iochy = 1 + 2i serutsom foljer (1 + )°(1 +2i)) = (1 + i) -
(1 — 2i) dar ° ar multiplikation i €* och den senare ar multiplikation i C.

Fyrdimensionella absolutbeloppsalgebror
De fyrdimensionella absolutbeloppsalgebrorna har alla sin grund i kvaternionerna, H. Nagra
absolutbeloppsalgebror av dimension fyra ges namligen av

H med multiplikationen xy
H* med multiplikationen xy*
*H med multiplikationen x*y
Hmed multiplikationen x*y*

Men medan de tvadimensionella absolutbeloppsalgebrorna upp till isomorfi &r fyra ar de
fyrdimensionella oandligt manga. Relaterade till var och en av de fyra ovanstaende olika
algebrorna finns i sin tur oandligt manga algebror. Dessa ges, upp till isomorfi, av

H(a,b),H"(a,b), *H(a,b) och H(a,b) dira,b € H, ||a|| = ||b|| = 1. [Ramirez]

Multiplikationen som anvands har ar kvaternionmultiplikation och vi borjar med att titta pa hur
multiplikationen inom de fyra olika klasserna gar till.

H(a, b)ges multiplikationen av axyb
H*(a, b)ges multiplikationen av axby*
*H(a, b)ges multiplikationen av x*ayb
H(a, b)ges multiplikationen av ax*y*b
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Dessa algebror &r inte associativa och vi gor ett exempel pa detta i H(a, b), dar x,y,z € H och
jamfor produkterna

(x°y)°z = axyb°z = aaxybzb
x°(y°z) = x°ayzb = axayzbb

Lat a och b vara tva enhetskvaternioner, sig a =iochb =j och lat x =2+ k,y =1+
2j och z = 1+ 2i. Da har vi att

(x°y)°z = (2 + k)°(1 4+ 2j))°(1 + 2i) = i(2 + k)(1 + 2j)j°(1 + 20)
=i+ k)1 +2)j(1+20)j = (1)@ + k)1 + 2))j(1 + 2i)j
=(2-k)A+2)jd+2)j=(-2—-4j —k+2)j(A + 20)j
=(=2j+4+i4+2k)(A+20)j=(=2j +4+i+2k+ 4k + 8i — 2 + 4j)j
=(2+49i+2j+6k)j=(2j+9k—2—6i)=—-2—6i+2j+9%k

och

x°(y°z) = 2+ k)°((1 +2/)°(1 +20) = (2 + k)°i(1 + 2j)(1 + 20)j
=i(2+k)i(1+2))(1+ 20)jj = 2i — i1+ 2))(1 + 2i)jj
=(=2+k)A+2)A+2)jj = (=2 —4j + k= 2))(1 + 20)jj
=(—2—4j+k—2i—4i+8k+2j+4)jj = (2 —6i — 2j + 9k)jj
=(2j—6k+2-9i)j=(-2+6i+2j—9k) =—2+6i+2j — 9%k

Da har vi att

(x°y)°z = =2 — 6i + 2j + 9k # —2 + 6i + 2j — 9k = x°(y°2)

Slutsats

Vi har nu fatt en liten 6verblick dver kvaternionerna dels rent historiskt och dels hur de fungerar
med dess algebraiska egenskaper och det faktum att kvaternionerna ar sarskilt val lampade for
rotationer i R® eftersom vektorer i det tredimensionella rummet kan baddas in som sa kallade
rent imaginara kvaternioner. Genom detta har man funnit anvandningsomraden for
kvaternionerna inom datorgrafik, styrning av robotar och i flygsimulatorer dar en stor fordel &r
att det sé kallade ’gimbal lock” inte alls intrdffar nir man genomfor rotationer med hjélp av
kvaternioner. Vi har ocksd sett generalisering av kvaternionerna, namligen
absolutbeloppsalgebror. Absolutbeloppsalgebror &r ett aktivt forskningsomrade bade
internationellt och har vid Uppsala Universitet.
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