U.U.D.M. Project Report 2013:15
UNIVERSITET

Ordnade kroppar och Artin-Schreiers teorem

Helena Jonsson

Examensarbete i matematik, 15 hp
Handledare och examinator: Ernst Dieterich
Juni 2013






Sammanfattning

For varje kropp K kan méngden deg(irr(K[X])) C N definieras. Fér denna méngd
finns tre alternativ: den kan vara {1}, {1,2} eller obegrdnsad. Denna trikotomi av
kroppar foljer fran Artin-Schreiers teorem fran 1926, vilket &4r en héjdpunkt i teorin om
ordnade kroppar. I den hér uppsatsen utforskas ordnade kroppar - nar kan en kropp
ordnas, och vilka kroppsutvidgningar kan i s& fall ordnas? Slutligen bevisas Artin-
Schreiers teorem och ndmnda trikotomi.
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1 Inledning

Att de reella talen utgor en kropp pa vilken det finns en total ordning som respekterar bade
additionen och multiplikationen &r ett vedertaget faktum. Det finns dock ménga kroppar som
inte kan ordnas - men ocksa manga som kan ordnas. I den hér uppsatsen visas vilka kriterier
en kropp maste uppfylla fér att kunna ordnas, och nigra klasser av kroppsutvidgningar av
ordnade kroppar som kan eller inte kan ordnas bestdms. Merparten av denna teori héror
fran Artin och Schreier, sdsom uppsatsens viktigaste resultat, det teorem fran 1926 som bar
deras namn.

Lésaren antas vara bekant med grundléiggande begrepp fran abstrakt algebra. Framfor
allt anvinds resonemang fran galoisteori utan ndrmare férklaring. Den som vill ldsa mer om
detta hénvisas till exempelvis [1]. Vissa resultat som utnyttjas men inte bevisas i uppsatsen
finns i ett appendix - f6r bevis och bakomliggande teori, se [1].

2 Ordnade kroppar

Definition. En partiell ordning pa en mangd M &r en delméangd R € M x M, dar (z,y) € R
skrivs x < y, sa att

(01l) z<z VzeM.
(02) 2<y Ny<z=z=y Vax,ye M.
(03) 2<y ANy<z=zx<z Va,y,z€ M.

Definition. En total ordning pa en méngd M &r en partiell ordning pa M sa att
z<yellerz>y Vr,ye M.

Definition. En kropp dr en méngd K med tva bindra operationer,
en addition K x K — K, (x,y) — = + y och en multiplikation K x K — K, (x,y) — x -y,
sa att

(al) z4+y=y+2 Vr,ye K.

(a2) (z4+y)+z=2+(y+2) Vr,y,z€ K.
(a3) e K:2+0=2 VrekK.

(a4) Ve e K I(—z)e K :x+(—2)=0.
(ml) zy=yx Va,ye K .

(m2) (zy)z =z(yz) Vr,y,z€ K .

(m3) JleK:z-1=x VzeK.

(m4) Ve e K\ {0} Jz' e K\ {0} :zz" ' =1.
(d) z(y+2)=zy+zz Va,y,z€ K .
Definition. En totalt ordnad kropp ar en kropp K med en total ordning < pa K sa att
(okl) z<y=ax+z<y+z Vr,y,z€ K.

(0k2) Om z > 0sd giller z <y = a2 <yz Vr,y,z€ K .



Med ordnad kropp asyftas hddanefter en totalt ordnad kropp.

Vi visar nu nagra allménna egenskaper hos ordnade kroppar.
Sats 1. For varje ordnad kropp K och for alla x,y, z € K géller
(i) >0 —2<0.

(i) z>yex—y>0.

(iii) z<ye —x>-y.

(iv) 2<0 A z<y=axz>2y.

V) z>y ANy>0=2y>0.

(vi) 22 >0 Vz # 0. Sirskilt giller 1 =12 >0 .

(vii) z>0=2"1>0.
(viii) 2 >y>0=a"t <y !.

Bevis. (i) (okl) tva ganger ger
x>0+ (—2)>04+(—2)= 0> —x.

(ii) (okl) tva ginger ger
r>yer+(—y) >yt+(—y)cr—y>0.

(iii) (okl) ger
r<yYySr—r—yYy<y—cr—y<= —y< —x

(iv) Enligt (ii) galler z < 0 & —z > 0. Enligt (iii) giller z < y & —x > —y. (0k2) ger nu
(—z)(—2) > (—y)(—2) © 2z > yz .

(v) x >y Ay > 0= 2 >0 enidr ordningsrelationen ar transitiv. Enligt (ok2) har vi nu
zy >0y < a2y >0.

(vi) Antag att x > 0. (ok2) ger d&d z? > 0. Enligt (iii) giller nu (—z) < 0, men (—x)? =
22>0,8822>0 Vz#0.

(vii) Lat z > 0 och antag 2! < 0. (0k2) ger d& zx~! < 20 & 1 < 0 vilket motséiger (vi).
Saledes ér antagandet falskt och z >0 =21 >0 .

(viii) L&t z >y > 0. Enligt (vii) och (0k2) giller dirmed &ven x=1,y~* och z7ty~! > 0.
(ok2) igen ger xz~ty ! >y~ lyl oyt > 27t

O

Anmairkning. Lat K vara en ordnad kropp och 1t P = {z € K | x > 0}. Vi har dd en
partition K = P L {0} U —P.

Korollarium 2. I en ordnad kropp K med P definierad som ovan har vi
P < K* = (K \{0},-), det vill sdga, P ar en delgrupp till K : s multiplikativa grupp.

Bevis. Enligt Sats 1 (vi) 4r 1>0 i varje ordnad kropp, sd 1 € P. Vidare dr P sluten under
multiplikation och inversion enligt Sats 1 (v) respektive (vi). O



Definition. For varje ring R finns ringhomomorfismen f : Z — R definierad som
n

—
1+...+1 omn >0
(=) + ...+ (-1 omn <0
—_——
In|
Kérnan av f, Ker(f), ar ett ideal i Z. Eftersom Z &r ett principalidealomrade finns ett unikt
¢ € N som genererar Ker(f). Karaktiristiken av R, char(R) definieras som detta c.

Anmaiarkning. En ofta anvind, ekvivalent defintion av karakteristik &r
char(R) = min{c € Z~¢|1+ ... + 1 = 0} om sddant c existerar, och 0 annars.
—_————

c

Korollarium 3. For varje kropp K géller char(K) = 0 eller char(K) = p dar p ar ett
primtal.

Bevis. Antag att char(K) = ¢ = ab och ¢ # 0. Eftersom ¢ € Ker(f) har vi 0 = f(c¢) =
f(ab) = f(a)f(b). I en kropp finns inga nolldelare, sa f(a) = 0 eller f(b) = 0. Antag
f(a) = 0. Da har vi a € Ker(f), sd c|a. Enligt antagande har vi redan a|c, vilket medfor
a = c. Saledes ar faktoriseringen ¢ = ab trivial och ¢ &r ett primtal. O

Anmairkning. I varje kropp K med karakteristik p géller (a+b)P = aP+b? for alla a,b € K.

Anmairkning. Alla ordnade kroppar har karakteristik 0, eftersom 0 <1 <141 < .... Det
finns alltsa inget ¢ > 0sd att 1 +...4+ 1 =0 < 1. Inga édndliga kroppas kan saledes ordnas.
—_———

c

Anmérkning. char(K) = 0 dr ett nodvandigt men inte tillréckligt villkor for att K ska
kunna ordnas. De komplexa talen C bildar en kropp med karakteristik 0 som inte kan ordnas.
Enligt Sats 1 (vi) géller 2 > 0 Vz € K \ {0}. I C finns i med i2 = —1, och —1 < 0 i varje
ordnad kropp.

Fragan ar nu: vad kréavs for att en kropp ska kunna ordnas?
Sats 4. For varje kropp K ar foljande pastdenden ekvivalenta
(i) K kan ordnas.
(ii) Ekvationen z% + ...+ 22 = —1, m > 1, saknar 16sning i K.
(iii) Ekvationen 2% + ...+ 22, =0, m > 1, saknar 16sning i K \ {0}.

Bevis. 7(ii) = (#it)” Vi visar den ekvivalenta utsagan —(iii) = —(ii). Antag —(4i7), alltsa
2?2+ +22, =0med m > 1, x1,..., 2, € K\ {0}. Detta medfor —22, =23 +... +22,_,,

2 —
2 2
alltsd —1 = D5 0m1 a)iges —1 = (£1)2 4 ...+ (¥==1)2. Notera att m — 1 > 1, eftersom

m — 1 =0 innebir —1 = 0, vilket inte géller i nagon kropp.

"(i4i) = (i) Vi visar —(ii) = —(iii). Antag 23 + ... + 22, = —1 med m > 0,
Ty, Ty € K. D& har vi 1 + 23 + ...+ 22, = 0, vilket innebér —(iii).

(i) = (iii)” I varje ordnad kropp giller enligt Sats 1 (vi) 22 > 0 Vx # 0. (okl) ger da
att 27 + ...+ 22 >0 for alla xq,...,2, € K \ {0}.



”(i4i) = (i)” Vi borjar med en genomgang av bevisets struktur; detaljerna foljer sedan.
Definiera S = {22 + ... + 22, | m > 1,2; € K \ {0}}. Notera att S < K* och att S ir
sluten under addition. Definiera nu ./ = {R < K* | S C R, R sluten under addition}. .
ar icketom och partiellt ordnad med avseende pa inklusion. Vidare har varje totalt ordnad
delméngd 7 C . en 6vre grins i .. Enligt Zorns lemma har . ddrmed ett maximalt
element M. M, {0} och (—M) &r parvis disjunkta delméngder av K, s& M U{0}U—-M C K.
A andra sidan giller dven K ¢ M U {0} U (—M), sa K = M U {0} L —M.

For att visa den andra inklusionen, vilj ndgot a € K si att a # 0 och —a ¢ M och visa
att a € M. Lat M' = {x +ay | z,y e MU{0}, 2 #0Vy #0}. MC M'AM C M =
M’ = M = a € M. Saledes finns en partition K = M LU {0} U (—M) och K kan ordnas med
r>ysr—yeM.

Vi gar nu igenom bevisets detaljer. Att S &r sluten under addition foljer direkt fran
definitionen. Vi visar nu att S < K*. 0 ¢ S eftersom vi antog (iii), det vill sdga att 0 inte
ar en summa av nollskilda kvadrater i K. Att 1 = 12 € S ir klart.

S &r sluten under multiplikation: (Zle xf)(zzzl y) = Z§:1(Z;:1(xiyj)2) = 1<i<k(Tiy;)?.
1<5<

S ér sluten under inversion, eftersom = = 2% + ... + 22, € S medfér att

2 2
1T Tt Ty, T T

2

Betrakta nu . som ovan. Vi har S € ¥, sa & &r icketom. Dessutom ar .¥ partiellt
ordnad med avseende pa inklusion. Vi visar nu att varje totalt ordnad delméngd 7 C .
har en 6vre grans i .. Lat .7 = {T;|i € I} dar I 4r ndgon indexméngd. En 6vre grins for
T 1S arnu U = Ui T;. Att T; C U Vi € 1 ar klart; vad som maste visas ar U € .. Till
att borja med har vi S C T; Vi € I, s4 S C U. Vidare har vi 0 ¢ U, ty 0 € U innerbéir att
det finns nagot i € I sa att 0 € T;, vilket betyder att T; inte dr en multiplikativ delgrupp
till K* och inte ligger i .. Dessutom har vil€ S CT; Vie I,sa 1€ U.

U é&r sluten under addition och multiplikation: tag x,y € U. 3i € I : = € T; och
dj € I : y € T;. Eftersom .7 é&r totalt ordnad har vi T; C T} eller T; C T;. Antag T; C Tj.
Vi har nu z,y € T}. Eftersom T; € J far vidven v + y, 2y € T = v+ y,ay € U.

U ar sluten under inversion eftersom T; ar sluten under inversion Vi € I.

Sammantaget ser vi att U < K*, S C U och U éar sluten under addition, s& U € .¢.
Dérmed har varje totalt ordnad delméngd av .% en 6vre grians och Zorns lemma ger att .
har ett maximalt element M.

Vi visar nu att K = M U {0} U —M. V&lj nadgot a € K : a # 0,a ¢ —M och betrakta
M’ som ovan. Att M C M’ ar klart - valj y = 0 for alla virden pd x € M. Vi visar nu
att M’ = M, sd att a € M; ddrmed géller att varje element i K ligger i antingen M, {0}
eller —M. Eftersom M &r maximalt i . racker det att visa M’ € . Vi har S C M vilket
medfor S € M’ och 1 € S, varfor 1 € M.

Vidare géller 0 ¢ M’, ty « + ay = 0 skulle innebéra a = 75 alltsa —a = % € M vilket
motsiger antagandet om att —a ¢ M. (Kom ihdg att fallet = y = 0 redan &r uteslutet.) M’
ar sluten under addition eftersom M &r det: (z+ay)+(z+at) = (x+2)+a(y+t). M’ &r dven
sluten under multiplikation: (z+ay)(z+at) = vz+axt+ayz+a’yt = (vz+a’yt)+a(xt+yz).
(Kom ihig att a®> € S C M.)

Dessutom ar M’ &r sluten under inversion. Eftersom v = x+ay € M’ medfér v € S C M,
v l=%=%tab eM.



Saledes har vi M’ € ¥ och M C M’, vilket medfor M’ = M. Vi har dirmed en partition
K =MU{o}U—M.

K kan nu ordnas med z < y :& y —x € M. Vi visar nu att denna ordningsrelation
uppfyller (okl) och (0k2).

(okl) z<yey—zrzeMe (y+z2)—(z+2)eM e r+z2<y+z

(0k2) z>0z2e M
Eftersom M &r sluten under multiplikation har vi
r<yecy—-zeMESziy—z)eM S zy—zz e M & zx < zy.

3 Reellt slutna kroppar

Hittills har vi diskuterat ordnade kroppar, alltsa kroppar med en total ordning. Faktum &r
dock att det kan finnas flera olika totala ordningar som gor en och samma kropp K till en
ordnad kropp.

Definition. En kropp K &r formellt reell om K &r ordningsbar, det vill sdga, om det finns
nagon total ordning pa K som gor K till en totalt ordnad kropp.

En naturlig fraga att stdlla 4r nu: givet en formellt reell kropp K, vilka kroppsutvidg-
ningar K C L ar formellt reella?

Ett forsta svar, som inte visas hér, ar att om K &r en formellt reell kropp sa ar dven
K(X)=H{ %m q € K[X],q # 0} formellt reell. Ytterligare tva svar presenteras nu.

Sats 5. Lat K formellt reell kropp och lat K C L vara en kroppsutvidgning dér o € L. Om
a? € K och o® > 0 i K m.a.p. ndgon ordningsrelation som gor K till en ordnad kropp sé ar
K () formellt reell.

Bevis. Om « € K har vi K(a) = K och ar klara. Antag nu att o ¢ K. DA har varje element
i K(«) en unik representation pa formen x 4+ ay med z,y € K. Vi visar nu att -1 inte kan
skrivas som en summa av kvadrater i K(«). Antag —1 = Y"1 | (z; + ay;)?. D4 ér

n n n
1= Z(xf + a?y? 4 2amy;) = Z(m? +ay?) + ozz 2@y,
i=1 i=1 i=1
. Detta medfor Y1 (27 + a®y?) = —1, vilket motséiger antagandet om att K &r formellt
reell. Saledes &r K («) formellt reell. O

Sats 6. Om K éar en formellt reell kropp sa ar varje dndlig utvidgning av K av udda grad
formellt reell.

Beuis. Satsen bevisas med induktion 6ver n, for alla formellt reella kroppar K och alla dnd-
liga utvidgningar K C L av udda grad [L : K] = n samtidigt.

Om n =1 har vi L = K och &r klara.

Antag nu att n > 1 och att alla utvidgningar av K av udda grad m, dir 1 < m < n, ar
formellt reella. V&lj nagot o € L'\ K.



Fall 1: K(a) € L. Nuhar vi K C K(a) € L, alltsd n = [L : K| = [L : K(a)][K(a) : K]
dér [L : K(«)] # 1 och [K(«) : K] # 1. Eftersom [L : K(«)],[K(a) : K]|n maste vi ha
1<[L:K(a)],[K(a): K] <noch[L: K(a)],[K(a) : K] udda.

Enligt induktionsantagande &r K («) nu formellt reell, vilket medfor att &ven L &r formellt
reell.

Fall 2: L = K(a). Antag nu att L inte ar formellt reell. Lat ¢ = irrgx(a). DA har vi
deg(q) = [L : K] = n. Dessutom har vi for varje x € K ett unikt f € K[X] sa att z = f(«)
och deg(f) < n. Om L inte &r formellt reell har vi —1 = Zle fi(a)? dir f; € K[X]
och deg(f;) < n. Darmed har vi (1 + Zle f2)(a) = 0. Eftersom « ér ett nollstille till
(1+F | f2) € K[X] méste ¢ dela 14+ 35, f2, 8 1+ Y.F_, f2 = gq for ndgot g € K[X].
Den ledande koefficienten i varje f2 dr en kvadrat i K och siledes positiv. Dessutom giller
deg(fi) < n, vilket medfor

k
deg(1 + ; f2) = max (deg(f?)) = 2 max (deg(fi) = 2m

dir m < n. Darmed har vi 2m = deg(gq) = deg(g) + deg(q) = deg(g) + n, s g har
udda grad deg(g) < n. Dessutom har g en irreducibel faktor » med udda grad deg(r) < n.
Eftersom r € K[X] finns ndgot 8 € K si att r(8) = 0. Detta medfér g(8) = 0, alltsd
1L+ 5, £2)8) = (99)(B) = g(B)a(B) = 0, alltsd —1 = S5, f2(8) € K(). Siledes iir
K(p) inte formellt reell. Men [K(8) : K] = deg(r) < n och udda, sd K(8) ar formellt reell
enligt antagande. Denna motségelse betyder att antagandet L ej formellt reell var falskt,
varfor &ven L maste vara formellt reell. O

Vi har nu sagt nagot om formellt reella utvidgningar av formellt reella kroppar. Faktum
ar dock att det finns formellt reella kroppar som saknar formellt reella utvidgningar. Sadana
kroppar ska nu undersokas.

Definition. En kropp K &r reellt sluten om K &ar formellt reell och det inte finns nagon
formellt reell algebraisk utvidgning K C L.

Sats 7. En formellt reell kropp K &r reellt sluten om och endast om
(i) varje positivt element i K ar en kvadrat i K, och

(i) varje polynom av udda grad i K[X] har en rot i K.

I 84 fall har vi K = K(2) dér +% = —1.

Bevis. Antag forst att K &r en reellt sluten kropp; visar nu att (i) och (ii) galler.

(1) Att varje positivt element i K &r en kvadrat i K betyder att varje polynom pa formen
X? —a € K[X], med a > 0, har en rot i K. Det finns ndgot a € K si att o = a. Eftersom
a=a?>0ir K(a) formellt reell enligt Sats 5. Men K ér reellt sluten, sd K (o) = K, vilket
medfér a € K. Diarmed &r a ar en kvadrat i K.

(7) Lat p € K[X] vara ett polynom av udda grad. p har nu en irreducibel faktor r av
udda grad och 3o € K : irrg(a) = r. Eftersom [K(a) : K] = deg(r) ir udda dr K(a)
formellt reell enligt Sats 6. Dédrmed maste vi ha K(a) = K, alltsd a € K. Eftersom « &r en
rot till 7 i K &r det en ocksé en rot till p i K.



Lat nu K vara en formellt reell kropp dér (i) och (ii) géller. Vi visar forst att det inte finns
nigon andlig utvidgning K C L av udda grad. (x) Antag att vi har K C L och att [L : K]
dr udda. Vélj ndgot « € L. Vihar [L: K| = [L: K(a)|[K(«) : K] = [L : K(«o)] deg(irrg ),
vilket medfor att deg(irrx ) dr udda. (ii) ger nu att irr g« har en rot i K, sa deg(irrga) = 1
och o € K. Alltsa méste vi ha L = K.

Betrakta nu C' = K(2) dér i = —1. [C': K| = deg(irrgi) = deg(X?+1) = 2,84 K C C.
C &r inte formellt reell eftersom —1 #r en kvadrat i C. Vi visar nu C = C, vilket medfér
K = C och K reellt sluten.

Forst och framst ar varje element i C' en kvadrat i C. Elementen i C' dr pa formen a + bi
med a,b € K.

Fall 1: b = 0.
L&t @ > 0. (i) ger nu att a ér en kvadrat i K och dirmed éven i C. Vidare ir —a = (i)%a en
kvadrat i C. Om a = 0 har vi uppenbarligen a = 02.

Fall 2: b # 0.

a=ax?—y?

Ekvationen a + bi = (z + yi)? ger ekvationssystemet {b , vilket tillsammans

= 2zy
med villkoret b # 0 &r ekvivalent med

{ax2y2
_ b
bY=12z

Detta medfor a = z° — 41;—22, alltsd x4 — az? — % =0.

Vi har nu en kvadratisk ekvation i 22 med koefficienter i K och diskriminant a? + b2 > 0.
(Minns att a,b € K och kvadrater ar positiva i K.) Sdledes har ekvationen tva distinkta
l6sningar s; och so i K. Dessa uppfyller dessutom sys9 = —%, sa exakt en av s1 och s ar
positiv. Antag s; > 0. D& har vi 22 = s; > 01i K, s& (i) ger att x € K. Dirmed har vi dven
% € K, varfor a + bi = (x + %i)?

Nu har alla andragradspolynom i C[X] en rot i C, eftersom X? + Bz + v € C[X] har
rotterna —g + 7vﬁ22_47 € C. Eniéir 82 — 4~ € C ar en kvadrat i C har vi —g + 7“622_47 eC.
Déirmed finns ingen utvidgning C' C E av grad 2, eftersom vi da skulle ha F = C(«) med
deg(irrcar) = 2.

2

Vi visar nu att det inte finns nagon &dkta algebraisk utvidgning C C E. VAilj nagot
a € C = K och betrakta irrgo. Lt o = oq,..., 0, € C vara rotterna till irrga. Nu
ir E = K(i,aq,...,ay,) splittkroppen till irrga och X2 + 1. Enligt Sats A19 ir K C E
dessutom separabel, sa F ar en dndlig galoisutvidgning av K. Eftersom FE &r galois éver K

ar E dven galois 6ver C enligt Sats A22. Lat G = Gal(E : K). Vi har nu
|G| =[F:K]|=[E:C][C:K]=2[E:C(C].

Eftersom 2 delar |G| sdger Sylows forsta sats att G har en maximal Sylow-2-delgrupp S.
Lat F vara dess fixkropp 6ver K. Eftersom S dr en maximal 2-delgrupp av G maste indexet
[G : S] vara udda. Vi har [F': K] =[G : 5], och (*) ger nu att F' = K. Detta medfér G = 5,
s& |G| = 2% for ndgot k > 1. Sambandet 2¥ = |G| = 2[F : C] medfor [E : C] = 2™ dir
m=k—12>0.



Ql

E {u}
[E: F] El

F S
[F: K] G : 5]

K G

Diagram éver galoiskorrespondensen. Till vinster
kroppsutvidgningarna, till héger motsvarande galoisgrupper.

Lat G' = Gal(E : C). Vi har d& |G'| = 2™. Om C C E, sa att |G’| > 1, maste vi ha
m > 1. D4 har G’ en delgrupp H med index 2. Lat F' = Fixg(H) sd att Gal(E : F') = H.
Nu har vi [F’ : C] = [G' : H] = 2, vilket vi sett ar omdjligt eftersom C inte har nigon
utvidgning av grad 2.

c

E {¢}
[E: F'] |H|

o H
[F'.C] (G H

c G’

Diagram over galoiskorrespondensen. Till vinster
kroppsutvidgningarna, till hoger motsvarande galoisgrupper.

Saledes maste vi ha E = C, varfor C = C sa att K = C och K &r reellt sluten.

\

= O417"'7057‘)

E=C(
e
F

aelC

K (i) = ok
2
udda =1
K
Diagram éver kroppsutvidningarna med graderna utmarkerade. O



Som tidigare papekats ar det mojligt att en formellt reell kropp kan ordnas pa flera olika
sitt. Sa ar dock inte fallet om kroppen dessutom &r reellt sluten.

Korollarium 8. En reellt sluten kropp K kan ordnas pa exakt ett sitt.

Bevis. Varje ordningsrelation pa K uppfyller x > y < x —y > 0. Om K &r reellt sluten ar
detta ekvivalent med z —y € {a%|a € K \ {0}}. O

Korollarium 9. Lat K vara en reellt sluten kropp. Da ar p € K[X] &r irreducibelt om och
endast om deg(p) = 1 eller deg(p) = 2 och p saknar rot i K.

Bevis. 7 <7 géller for varje kropp K.

L
Lat p € K[X] vara irreducibelt. Det finns nagot a € K = K(i) s att irrgo = p. Eftersom
2=[K:K]=|K: K()][K(x): K] =[K : K(a)] - deg(p) maste deg(p)|2, s& deg(p) = 1
eller deg(p) = 2. Om deg(p) = 2 maste p sakna rot i K eftersom p ar irreducibelt 6ver K. O

Korollarium 10. Kroppen av alla reella algebraiska tal, A, ar reellt sluten.

Bevis. Vi visar att A uppfyller (i) och (ii) i Sats 7, som d& séger att A &r reellt sluten.
A =ANR. Att R uppfyller (i) och (ii) foljer ur Sats 7, eftersom R &r reellt sluten.

(i)
Vilj ndgot o € R som éir en rot till f(X) = X2 —a € A[X] C R[X] diir a > 0. Lat E = Q(a).
D4 har vi f € E[X]. Eftersom Q C F och E C E(«) ar adndliga utvidgningar ar dven
Q C E(«) andlig och saledes algebraisk. Darmed ér « algebraiskt éver Q och o € A. Vi har
redan o € R, sd « € A. Saledes dr f(X) = X2 — a € A[X] reducibelt och a dr en kvadrat i
A.

(i)
Beviset for att A uppfyller (ii) foljer samma procedur som beviset for (i). Vilj @ € R som
ar en rot till f(X) = ap + a1 X + ... + a, 1 X" ! + X" € A[X], dir n ir udda, och 14t
E = Q(ag,a1,...,an—1). Nu har vi f € E[X]. Eftersom ag,ay,...,an_1 € A ar varje a;
algebraiskt 6ver Q. Enligt Sats A18 d4r Q C F darfor dndlig. Darmed &r dven Q C F(«)
dndlig och saledes algebraisk, varfor a ar algebraiskt 6ver Q. Detta medfér o € A, sa f har
en rot o i A. O

Vi har nu sett hur vi kan finna formellt reella utvidgningar av formellt reella kroppar,
men ocksa att vissa kroppar saknar dkta utvidgningar som &r formellt reella. Vi minns att
varje kropp har en maximal algebraisk utvigdning - en algebraiska tillslutning. En liknande
egenskap som avser formellt reella kroppsutvidgningar beskrivs nu.

Definition. En reell tillslutning av en ordnad kropp K &r en reellt sluten kropp som &r
algebraisk 6ver K och vars ordnigsrelation inducerar ordningsrelationen pa K.

Sats 11. Varje ordnad kropp har en reell tillslutning.

Bewvis. Lat K vara en ordnad kropp och 1it L C K vara kroppen som genereras av alla
kvadratrotter av positiva element i K. Vi visar forst att L ar formellt reell. Om —1 = Zle B?
i Lsadr—1=Y" 82iK(a,...,a,) C Ldiira2,...,0%2 € K,a%,...,a2 > 01 K. Si-
ledes ar K(aq,...,ay) e formellt reell. Sats 5 och induktion siger dock att K(a,..., )
ar formellt reell. Denna motségelse ger att -1 inte &r en summa av kvadrater i L, sa ar L
formellt reell.



Betrakta nu . = {S C K | L C S och S formellt reell}. Vi ser att .% ir icketom
eftersom L € .. Dessutom ar . partiellt ordnad med avseende pa inklusion. Vi visar nu
att varje totalt ordnad delméngd 7 C . har en 6vre gréns i .. Lat 7 C . vara totalt
ordnad och antag att .7 = {T; | i € I} dér I &r ndgon indexméngd. T; € #V i € I. En
ovre grins for .7 i .7 dr nu U = Ujer. Att T; C U Vi € I ar klart. Att U C K foljer direkt

ur att 7 &r totalt ordnad (se beviset av Sats 4 for detaljer). Vad som aterstar att visa ar

att U &r formellt reell. Antag att —1 = Ele z? i U. Eftersom 7 &r totalt ordnad finns det

ett jel : xq,...,7 €T;. DA dr -1 = Zle xf i T; och Tj ar inte formellt reell, vilket
motséger T; € . Saledes &r -1 inte en summa av kvadrater i U, varfér U ar formellt reell.

Zorns lemma sdger nu att % har ett maximalt element M. Eftersom M &r maximal i .
ar M reellt sluten - en dkta algebraisk utvidgning av M kan inte vara formellt reell. Vidare
har vi K C L C M C K, s& M ér algebraisk 6ver K. Vi visar nu att ordningsrelationen pa
M inducerar ordningsrelationen pa K, alltsé att for alla € K \ {0} géller

r>0iK<z>01iM.

Detta ar ekvivalent med

(>0iK= z>0iM)A(z<0iK= z<0iM).

Omz > 01i K ar « en kvadrat i L C M och ddrmed positivi M. Om z < 0i K ar —x
positiv i K och ddrmed i M, varfér x maste vara negativ i M.
Sammanfattningsvis ser vi att M ar en reell tillslutning till K. O

Anmaiarkning. Alla reella tillslutningar av en ordnad kropp &r isomorfa som ordnade krop-
par.

4 Artin-Schreiers teorem

Sats 12. (Artin-Schreiers teorem)
For varje kropp K # K ar foljande pastaenden ekvivalenta.

(i) K éar reellt sluten.
(ii) [K : K] < o0.
(iii) deg(irr(K[X])) ar begrinsad.
(iv) [K: K] =2.
(v) deg(ir(K[X])) = {1,2}.
Artin-Schreiers teorem ger oss en trikotomi av kroppar.
Korollarium 13. For varje kropp K giller exakt ett av f6ljande alternativ.

(i) K &r algebraiskt sluten. I sa fall géller [K : K] = 1 och deg(irr(K[X])) = {1}.

(i) K &r reellt sluten. I sa fall géller [K : K| = 2 och deg(irr(K[X])) = {1,2}.
(iii) K &r ickesluten. I sa fall géller [K : K] = oo och deg(irr(K[X])) dr obegriinsad.
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Bevis. (Korollarium)
Vi visar forst trikotomin.
Om K ir reellt sluten ér K formellt reell. D4 saknar ekvationen 22+ 1 = 0 saknar 16sning
i K,s8 X241 €irr(K[X]) och K ir inte algebraiskt sluten.
K ickesluten :< K varken algebraiskt sluten eller reellt sluten.
Vi visar nu "I sa fall..."
(i) foljer fran definitionen av algebraisk slutenhet.
(ii) foljer fran Artin-Schreiers teorem.
(iii) foljer fran Artin-Schreiers teorem. O

For beviset av Artin-Schreiers teorem kravs tre lemman.
Lemma 14. Om deg(irr(K[X])) ar begrénsad sa ar K perfekt.

Bevis. Vi visar den ekvivalenta utsagan om K inte dr perfekt sa ar deg(irr(K[X])) obegrin-
sad. Antag att K inte ar perfekt. I sa fall har K primtalskarakteristik p och det finns nagot
c € K som inte ir en p : te potens i K. Vi visar nu att f(X) = X?" — ¢ € K[X] #r irreduci-
belt Vr > 0. Faktorisera f = ¢ - ... qx med ¢; € K[X] moniska och irreducibla. Lit o € K
vara en rot till f. D& &r o = coch f = X?" —a?" = (X — a)?". (Minns char(K) = p.)
Dérmed har vi ¢; = (X — )i, t; > 0. Lt t = min(¢1,...,t;). D& ir ¢ := (X — «)? irreduci-
belt éver K[X] och q delar qy,...,qx over K[X]. Didrmed maste ¢ dela g, ..., qy dven &ver
K[X]. Vi kan forst och framst finna unika polynom g;,r; € K[X] s& att ¢; = gg; + r; och
deg(r;) < deg(q). Denna faktorisering géller dock &ven i K[X], och di méaste r; = 0. Dérfér
maste vi ha q; = ... = g = g, vilket medfor f = ¢* = (X — )k = (X —a)?".

A ena sidan har vi nu kt = p” = plk V k = 1. A andra sidan ser vi att ¢ = a @
Eftersom (—a)! ér konstanttermen i g och ligger det i K. Eniir ¢ saknar p : te rot i K kan
p inte dela k, varfor vi har k = 1. Alltsa ar f = ¢, s& f ar irreducibelt. O

Bt = (t)k,

Lemma 15. Om K é&r en kropp i vilken -1 &r en kvadrat och K C L &r en galoisutvidgning
av primtalsgrad p sa &r L # L

Bevis. Eftersom |Gal(L : K)| = [L : K] = p prim &r Gal(L : K) cyklisk, s& K C L &ren
cyklisk utvidgning.

Fall 1: char(K) = p.
Enligt Sats A24 har vi L = K(«) dér ¢ = a? —a € K. Diarmed géller irrg (o) = XP — X —¢
och 1,c,...,aP~1 dr en bas fér L éver K. Lt 8 = by + by + ... + by_1aP™ € L dér
Bi,...,Bp—1 € K. Eftersom K har karakteristik p och o = o + ¢ har vi

BP =B + ol + . 4+ b o’ =B+ (et o) .+ (ot o)P
Déarmed kan vi skriva
BP—fB—caP P =ag+ara+ ...+ ap_lo/’*l

dar

ap—1 = bg—l — bp—l — C.
Séledes har vi P — 3 — caP~! = 0, eftersom 8P — 3 — caP~! = 0 skulle innebéra a,_; = 0,
alltsa bp ;| —b,—1 —c=0.Tsa fall &r b, en rot till X? — X —ci K, vilket &r omdjligt da
XP — X — c antogs vara irreducibelt 6ver K. Dirmed saknar X? — X —caP~! rot i L, sd L
ar inte algebraiskt sluten.
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Fall 2: char(K) # p.
Vi kan anta att L innehéller en primitiv p : te enhetsrot € - annars ar L inte algebraiskt
sluten och vi ér klara. € r en rot till ®, = XP~' + ...+ X +1 € K[X], s& [K(e) : K] < p.
Eftersom K (e) ar en mellankropp till K C L maste [K(¢) : K] dela p, s& [K(e) : K] =1
och € € K. Enligt Sats A23 har vi nu L = K(a) dér o € K. Vi visar nu att « ej har en
p:teroti L, sd att XP —« € L[X] ar irreducibelt och L inte &r algebraiskt sluten. Antag

att o = B dir § € L. Lat 0 € Gal(L : K), ¢ = 22 och = %< Eftersom f#° = a? € K
2
har vi (0(8))"" = o(87") = 8" och (¢P)? = ((ZL)r)r = “’;fi” =1. Alltsé 4r (P en p : te

enhetsrot, sd (P € K och (0(¢))? = ¢P. Darmed &r n? = 1, varfor n € K. Vidare har vi
¢B = o(B) och n¢ = o(0).

Vi visar nu att o3 = nF*k=1/2¢kg vE > 1.
Om k =1 ar likheten redan visad. Antag att likheten géller for ndgot k > 1 (IA); visar nu
att den géller for k£ + 1.

HLjy1 = nFEFD/2¢k g

VLk+1 = OkH(ﬁ)
a(d*(8))
U(n’“(’“ REE)
(
k

o(n**=D26(F)a(B)
k=02 (me)kep

k(k+1)/2<-k+1ﬂ

= HLg+1

Enligt induktionsaxiomet géller likheten nu for alla k. Sarskilt géiller den for p. Minns nu
att o € Gal(L : K) med |Gal(L : K)| = p, s o ar identiteten. Det innebar att

771)(17*1)/24175 = oP(8) = B, alltsé np(pfl)/%p -1,

Vi visar nu att (P = 1, vilkdet medfér a@ € K och motsiger antagandet K C L.

. . -1

Om p ar udda har vi p|%.
medfor (P = 1.

Om p =2 har vi 1 = (¢P)? = ¢*, alltsd (> = £1. Om ¢% = 1 &r vi klara. Om (2 = —1

@) _ 1

o =1L

Eftersom 7?7 = 1 méaste nu dven n?®~1/2 = 1, vilket

har vi ¢ € K eftersom -1 antogs vara en kvadrat i K. D& maste n??~1/2 = 5 =
Dirmed har vi dven ¢? = 1, varfér -1=1i K och char(K) = 2 = p, vilket motsiiger antagandet
(K) #p.

Vi ser att fallet ¢(? = —1 inte kan intriiffa men att detta dr irrelevant da vi i alla mojliga
fall far ¢? = 1. Darmed har vi o(a) = o(8)? = (o(8))P = ((B)P = (PPP = fP = «, sd
oa = a. Alltsd maste a € K och L = K, vilket motséger [L : K] = p. Ddrmed saknar o p:te
rot i K och X? — « € L[X] saknar rot i L, s& L &r inte algebraiskt sluten. O

Lemma 16. Om [K : K] =n < oo sd har varje irreducibelt polynom i K[X] grad hogst n,
K ér perfekt och K = K (i) dir i? = —1.

Bevis. Varje irreducibelt polynom ¢ € K[X] har en rot a € K, sd ¢ = irrg () och

deg(q) = [K(a) : K] < [K : K] =n.
Att K ar perfekt foljer nu direkt ur Lemma 14.

12



Vi visar nu att K = K (i), dir i € K #r en rot till X? +1 € K[X]. Vihar [K : K] =n
och K i#r perfekt, s enligt Sats A21 dr K ér galois 6ver K. Om K (i) C K s ir K ga-
lois éver K (7). Dessutom har vi 1 < |Gal(K : K(i))| < n, s& enligt Sylows forsta sats har
Gal(K : K(i)) en delgrupp H av primtalsordning. Lat F vara H : s fixkropp i K. Eftersom
i € F dr -1 en kvadrat i F. Samtidigt ir K galois 6ver F och [K : F] = |H| &r ett primtal,
vilket motsiiger Lemma 15. Dirmed har vi K (i) = K.

=
~=

~
=

Diagram dver galoiskorrespondensen. Till vinster
kroppsutvidgningarna, till héger motsvarande galoisgrupper. O

Bevis. (Artin-Schreiers teorem)

Det racker att visa (i)<(ii)<(iii), for
(iv)=-(ii) och (v)=-(iii) &r triviala och
(i)=(iv) och (i)=(v) foljer fran Sats 7.

?7(7:) = (Zl)”
Foljer direkt fran Sats 7.

(i) = (i41)”
Foljer direkt fran Lemma 16.

(1) = (i1)”
Om alla irreducibla polynom i K [X] har grad hogst n s dr K perfekt enligt Lemma 14.
Saledes dr K C K separabel enligt Sats A21. Nu séger Sats A20 att [K : K] <mn.

(ii) = (i)”
Om [K : K| < oo ger Lemma 16 att det finns en 6vre grins for graden hos de irreducibla
polynomen i K[X], K #r perfekt och K = K(i) déir i®> = —1. Eftersom K # K enligt
antagande har vi ¢ ¢ K. Elementen i K dr pa formen z + iy med z,y € K. For varje
2z =x+iy € K sitter vi z =z —iy. DA giller 2z = 22 +y? € K och 22 = 22, Eftersom K ir
algebraiskt sluten ar varje = €7F en kvadrat, det vill siga Vz € K Ju € K : z = u?. Detta
medfor att #2 + y? = 2z = v?u? = v?u® = (uu)?. Eftersom uu € K ger induktion att varje
summa av kvadrater i K ar en kvadrat i K. Enér ¢ ¢ K &r -1 inte en summa av kvadrater i
K, s& K ir formellt reell. Den enda iikta algebraiska utvidngningen av K ér K = K (i) som
inte dr formellt reell. Saledes ar K reellt sluten. O
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5 Appendix

Héar presenteras satser som utnyttjas ovan men som inte bevisas hér.

Sats A17. (Zorns lemma)

Lat P vara en icketom partiellt ordnad méngd.

Om varje totalt ordnad delméngd T C P har en 6vre grans i P, s& har P ett maximalt
element.

Bevis. Zorns lemma dr ekvivalent med urvalsaxiomet. [1] O

Sats A18. Om F = K(aq,...,q,) och varje «; dr algebraisk 6ver K sa &r K C E dndlig
och darmed algebraisk.

Bevis. [1, (IV.3.2)] O
Sats A19. Om K har karakteristik 0 s& ar varje algebraisk utvidgning av K separabel.
Bevis. [1, (IV.5.5)] O

Sats A20. Om K C L &r separabel och deg(irrg(a)) < n for alla a« € K, sd ar K C L
andlig och [L : K] < n.

Bevis. [1, (IV.5.13)] O
Sats A21. Varje algebraisk utvidgning av en perfekt kropp &r separabel.
Beuvis. [1, (V.2.13)] O
Sats A22. Om F ar galois 6ver K och K C E C I sa ar F galois 6ver E.
Bevis. [1, (V.3.1)] O

Sats A23. Lat n > 0.

Lat K vara en kropp s att char(K) = 0 eller char(K) 1 n, och K innehdller en n : te
enhetsrot.

Om K C L ir en cyklisk utvidgning av grad n sa ar L = K(«) dir o™ € K.

Om L = K(«) dér o™ € K sa ar K C L cyklisk, m = [L : K]|n och o™ € K.

Bevis. [1, (V.7.8)] O

Sats A24. Lat K vara en kropp med karakteristik p # 0.
Om K C L ar en cyklisk utvidgning av grad p sa ar L = K(«) dir o? —a € K.
Om L = K(«a) dir o? —a € K sa ar K C L en cyklisk utvidgning av grad p.

Beuvis. [1, (V.7.10)] O

Sats A25. (Sylows forsta sats)
L&t G vara en dndlig grupp och 1at p vara ett primtal. Om p* delar |G| sa har G en delgrupp
av ordning p*.

Bevis. [1, (I1.5.1)] O
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