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Sammanfattning

Med utgangspunkt fran Karin Erdmann och Mark J. Wildon bok ”Introduction to Lie
Algebras” (se referens [1]) har jag i detta examensarbete definierat vad en Lie-algebra ar,
gett exempel pa enklare Lie-algebror, tittat pa olika egenskaper hos Lie-algebror samt
undersokt klassificeringen av de lag-dimensionella Lie-algebrorna. Arbetet avslutas med en
kort sammanfattning av Lie-algebrans historia.
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En algebra 6ver en kropp

Definition: En matematisk kropp ar en struktur som bestar av en mangd element
tillsammans med fyra bindra operationer. Dessa operationer skall uppfylla 9 axiom. Dessa
innefattar bland annat att dessa operationer skall vara bade kommutativa och associativa.

Exempel: De komplexa talen eller de reella talen ar kroppar under operationerna addition,
subtraktion, multiplikation och division.

Definition: En algebra 6ver en kropp F ar ett vektorrum A 6ver kroppen F tillsammans med
en bilinjar avbildning:

AXA—->A (x,y)-xy,

dar xy kallas for produkten av (x, y). Denna produkt férvantas oftast uppfylla ett antal
axiom.

Definition: En algebra, A sags vara associativ da den uppfyller (xy)z = x(yz),V x,y,z € A.
Algebran anses vara unitdar om det existerar ett identitetselement, [, € A s3 att:

Iix = x = xly, Vx € A.

Exempel: Vektorrummet av alla n X n matriser 6ver en kropp F ar tillsammans med
operationen matrismultiplikation en unitar och associativ algebra. Detta eftersom
matrismultiplikation av n X n matriser ar associativ och identitetsmatrisen uppfyller kraven
pa ett identitetselement.

En Lie-algebra

Defintion: En Lie-algebra 6ver en kropp F ar ett vektorrum L tillsammans med en avbildning
over F. Vi kommer hdadanefter antingen att befinna oss 6ver kropparna R eller C. Lie-
algebrans avbildning kallas for Lie-bracket och definieras pa féljande satt:

LXL->L (xy) - [xy]

En Lie-algebra skall vara sluten under Lie-bracketen. Detta innebdr att Lie-produkten maste
befinna sig i L. Lie-bracketen maste aven uppfylla féljande axiom:

[x,x] =0 Vx € L (Antisymmetri)
[x, Ly, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] =0 Vx,y,z € L (Jacobi-identiteten)
Va,b € Foch Vx,y,z € L sa giller:

()[ax + by, z] = a[x, z] + b[y, z] (Bilinearitet)

(i) [z, ax + by] = a[z,x] + b[z, V]
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Kommentarer: Den antisymmetriska egenskapen kan representeras pa tva satt. Av
antisymmetrin och det faktum att Lie-bracketen ar bilinjar far vi:

O=x+yx+yl=0x]l+[xyl+yxl+ [yl =[xyl +yx]
Vilket i sin tur ger:
() [x,y] = [y, x]

Alltsé vet vi att:

([x,x] = 0) = ([x,y] = —[y,x]).
Vi kan &ven visa foljande genom att i (*) substituera y med x:

([x,y] = =y, xD) - ([x,x] = 0)
Detta ger att:

([x,x] = 0) & ([x,y] = —[y, x])

De flesta algebror tenderar att vara associativa. Om vi utnyttjar (*) kan Jacobi identiteten
omskrivas pa foljande satt: [x, [y, Z]] = [[x,y],z] + [[z, x],y]. Termen [[z, x],y] hindrar Lie-
algebran L fran att vara associativ. Eftersom x, y, z ar godtyckliga vet vi att L endast ar
associativ da [x, [y,z]] = 0,Vx,y,z € L.

| det kommande avsnittet ges nagra enklare exempel pa Lie-algebror. Vi kommer att bevisa
att dessa uppfyller axiomen fér en Lie-algebra. Vart att notera nar det galler bilineariteten
hos en Lie-algebra &r att det racker att algebran antingen uppfyller (i) eller (ii) . Om vi vet
att (ii) ar uppfyllt sa far vi (ii) — (i):

(i) = [ax + by, z] = —[z,ax + by] via (%)
= —alz,x] — b[z, x] via (ii)
= alx,z] + b[y,z] via (%)

Pa liknande satt kan vi dven visa (i) — (ii)
Exempel pa Lie-algebror

For att forsta vad en Lie-algebra &r och hur en sadan fungerar bér man bérja med att titta pa
nagra enklare exempel. Vi kommer darfor att ge fem instruktiva exempel samt bevisa att
dessa uppfyller kraven pa en Lie-algebra.

Exempel: | vart forsta exempel definierar vi F = R och L = R3 samt later vektorprodukten
agera Lie-bracket. Vi viljer att kalla denna algebra (R3,X). Vi vet att vektorprodukten av tva
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vektorer i R® kommer befinna sig i R3 och kan darfér konstatera att var algebra ar sluten
under Lie bracketen. Vi maste dven undersdka huruvida denna algebra uppfyller tidigare
namnda axiom. Om x = (x;, X, Xx3) ochy = (y4,¥,,y3) vet vi enligt definitionen av
vektorprodukten att Lie-bracketen ger:

[x,y] = x Xy = (X35 — X3Y2, X3y1 — X1Y3, X1Y2 — X2)1)
Antisymmetri kan bevisas genom att satta x = y:
[x, x] = (X2x3 — X3X, X3X1 — X1X3 X1X; — X2%1) = (0,0,0) = 0

For att minimera arbetet med att bevisa att (R3,X) uppfyller Jacobi-identiteten anvénder vi
oss av den vektoriella trippelprodukten:

xx(yxz)=yx- z)—z(x"y)
Detta ger:
[x, [y.2]] + [y, [z, x]] + [z [x,¥]] = y(x-2) —z(x-y) + 2(y - %) —x(x - 2) + x(z - y) — y(z - x)
Skaldarprodukten ar kommutativ vilket ger:
[x, [y, 2]] + [y, [z x]] + [z [x,y]] = 0
Nu &terstar det bara att visa att (R3,X) uppfyller bilineariteten:
lax + by, z] = a[x,z] + by, z]

VL:[ax + by, z] = ((ax, + by,)z3 — (ax3 + bys)z,, (axs + bys)z, — (axy + by;)zs,
(ax; + by )z, — (ax; + by;)z;) = (ax,z3 + by,z3 — ax3z; — by3z,, ax3z; + byzz; —
ax,z3 — by,z3, ax,z, + by,z, — ax,z; — by,z;)

HL: alx, z] + b[y, z] = a(x225 — X323, X321 — X123, X125 — X221) + b (V223 — Y322, Y371 —
V123, Y122 — Y221) = (X323 — X323, AX32Zy — QX123 AX1Z; — AX3Z1) + (DY, 23 —
bysz,,byszy — by, z3 by1z; — by,z1) = (ax;z3 + by,23 — ax3z; — bysz,, axzz, +
bys;z, — axyz3 — by,z3, ax,Z, + by,z, — ax,z; — by,z;) =VL

Alltsd vet vi att (R3,X) &r sluten under Lie-bracketen samt uppfyller axiomen fér Lie-algebra.
Detta betyder att (R3,x) ar en Lie-algebra.

Den generella linjara algebran

Definition: Den generella linjara algebran kallas gl(n, C) och ar vektorrummet avallan X n
matriser 6ver kroppen C med en Lie-bracket som definieras pa foljande satt:

[A,B] = AB — BA forallaA,B € gl(n,C),
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dar AB ar definierad som vanlig matrismultiplikation av n X n matriserna A och B. Lie-
produkten av tva godtyckliga n X n matriser kommer att vara en n X n matris och darfor vet
vi att denna algebra ar sluten under Lie-bracketen. For att visa att gl(n, C) ar en Lie-algebra
maste vi aterigen bevisa att vara axiom ar uppfyllda.

Antisymmetri kan bevisas genom att sdtta A = B och substituera B:
[4,A] = AA—AA =0,,

Matrismultiplikation ar hoger- och vanster-distributiv da matrisernas storlek ar sadan att
produkten kan definieras. | vart fall innebar detta att multiplikationen ar distributiv. Detta
geratt (A+ B)C = AC + BC samt C(A+ B) = CA+ CB, da A, B och C &r godtyckliga

n X n matriser. Detta kommer vi utnyttja da vi bevisar att gl(n, C) ar bilinjar samt uppfyller
Jacobi-identiteten.

Jacobi-identiteten bevisas pa féljande satt:
[4,[B, Y]] + [B,[C,Al] + [C,[A, B]] = [A,BC — CB] + [B,CA — AC] + [C,AB — BA] =
A(BC — CB) — (BC — CB)A+ B(CA— AC) — (CA— AC)B + C(AB — BA) — (AB — BA)C

= (ABC — ACB) — (BCA — CBA) + (BCA — BAC) — (CAB — ACB) + (CAB — CBA)
—(ABC — BAC)

= ABC — ACB — BCA+ CBA+ BCA— BAC — CAB + ACB + CAB — CBA - ABC + BAC
=0

Algebran ar bilinjar om foljande likhet galler:

[UA + AB,C] = u[A,C] + A[B,C] Dar pochA € C

HL: [uA + AB,C] = (uA + AB)C — C(uA + AB) = uAC + ABC — uCA — ACB

VL: u[A,C] + A[B,C] = u(AC — CA) + A(BC — CB) = uAC — uCA + ABC — ACB = HL
Alltsa vet vi att gl(n, C) ar Lie-algebra.

Kommentar: | fortsattningen av detta arbete kommer alla Lie-bracketar definieras pa samma
satt som Lie-bracketen i gl(n, C). Denna Lie-bracket brukar ibland kallas for kommutatorn av
A och B, da A och B ar tva godtyckliga element som existerar i den givna Lie-algebran. Detta
innebar:

[A,B] = AB — BA,ForallaA,B € L

Alla fortsatta exempel kommer dven att vara delrum till gl(n, C) vilket innebar att dessa
exempel maste uppfylla axiomen for en Lie-algebra. Problematiken i dessa fall kommer
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enbart ligga i att avgora huruvida dessa ar slutna under Lie-bracketen. En battre forklaring till
detta kommer i avsnittet om delalgebror och ideal.

Exempel: Varje associativ algebra A blir en Lie-algebra under kommutatorn:
[A,B] = AB — BA,ForallaA,B € L

En associativ algebra A med denna Lie-bracket kommer av samma anledning som gl(n, C)
att uppfylla axiomen for en Lie-algebra. Da bagge xy och yx existerar i A vet vi dven att
(xy — yx) € A. Vilket leder till att en associativ algebra dven ar sluten under denna Lie-
bracket.

Abelska Lie-algebror

Defintion: Ett vektorrum L dar [x, y] = 0,Vx,y € L kallas for en abelsk Lie-algebra. Varje
vektorrum kan definieras till en abelsk Lie-algebra da vi definierar Lie-bracketen sa att Lie-
produkten alltid blir lika med noll. Da vi undersoker en abelsk Lie-algebra inser vi latt att
denna uppfyller axiomen fér en Lie-algebra.

Exempel: Vi definierar en Lie-algebra (IR,X). Denna Lie algebra befinner sig pa linjen med
vektorprodukten definierad som Lie-bracket. Eftersom vektorprodukten av alla parallella
vektorer alltid ar lika med noll far vi da en abelsk Lie-algebra.

Den speciella linjara algebran

Definition: Den speciella linjara algebran kallas sl(n, C) och bestar av vektorrummet av alla
n X n matriser over kroppen C med sparet 0. Sparet av en matris A ar lika med noll da
summan av alla diagonalelement &r lika med noll och betecknas Tr(4) = 0. Ett enkelt

exempel pa en 2 X 2 matris med sparet noll ar (; _41)

sl(n, C) ar ett delrum till gL,,(C) och darfér vet vi att sl(n, C) uppfyller axiomen for en Lie-
algebra. Vi maste dock fortfarande visa att sl(n, C) ar sluten under Lie-bracketen. Detta
betyder produkten av var Lie-bracket maste befinna sig i rummet av alla n X n matriser med
sparet 0. Alltsa maste vi undersdka huruvida Tr(AB — BA) =0

Vi paminner oss om foljande samband géllande sparet av n X n matriserna A och B:
Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr(B)
Tr(AB) = Tr(BA)

Tr(aA) = aTr(4)
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Detta ger:
Tr(AB — BA) = Tr (AB + ((—1) - BA)) = Tr(AB) + Tr((=1) - BA) =

Tr(AB) + (1) -Tr(BA) = Tr(AB) — Tr(BA) =0

Alltsa vet vi nu att sparet av (AB — BA) da A och B dr n X n matriser alltid ar lika med noll.
Detta leder till att sl(n, C) ar sluten under Lie-bracketen och alltsa ar en Lie-algebra.

Den ortogonala Lie-algebran

Definition: Vi later o(n, C) vara det delrummet till gl(n, C) som bestar av alla
antisymmetriska n X n matriser. Detta betyder att dessa matriser har egenskapen AT = —A.
D& 0, (C) ar ett delrum till gl(n, C) vet vi att denna algebra uppfyller axiomen for en Lie-
algebra. Fragan kring huruvida o(n, C) ar sluten under Lie-bracketen maste dock fortfarande
besvaras. Vi paminner oss om foljande egenskaper hos transponatet av n X n matriserna A
och B:

(A+B) =AT + BT
(AB)T = BTAT,
Detta ger:

(AB — BA)T = (AB)T — (BA)T = BTAT — ATBT = (=B)(—A) — (=A)(—B) = BA— AB
= —(AB — BA)

Vilket visar att o(n, C) &r sluten under Lie-bracketten och alltsd ar en Lie-algebra.'

Delalgebra och ideal

Definition: Givet en Lie-algebra, L sa definieras en delalgebra till L som ett delrum K € L
dar:

[x,y] e K forallax,yeK

Da K ér ett delrum till L inser vi latt att denna uppfyller axiomen for en Lie-algebra. Detta
har vi tidigare berort nar vi exempelvis studerat den speciella linjara algebran. Man kan se
det som att K arver egenskaper fran L. Féljande exempel bor tydliggora detta:

! Vi kommer i avsnittet ”De enkla Lie-algebrorna” att introducera de klassiska Lie algebrorna. Aven om detta
inte kommer att bevisas ar det vart att podngtera att o(n, C) strukturellt leder till samma Lie-algebra som
so(n, C). Vilket betyder att dessa algebror dr isomorfa. Begreppet isomorfi kommer att forklaras i avsnittet
"Homomorfi och isomorfi”.
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Exempel: D3 vi studerar de reella talen tillsammans med en additiv operation och bevisar att
denna operation dar kommutativ kan vi med enkelhet visa att detta dven galler for de
rationella talen, da Q € R.

Exempel: Da vi tittar pa ett vektorrum med en operation som uppfyller axiomen for en Lie-
algebra och sedan viljer att titta pa en mindre del av detta rum blir det uppenbart att
axiomen aven ar uppfyllda for detta delrum.

Da K ar ett delrum till L blir alltsa fragan huruvida K ar sluten under Lie-bracketen
avgorande da vi vill undersoka huruvida K ar en delalgebra till L.

Exempel: D3 sl(n, C) ar ett delrum till gl(n, C) maste vi endast avgora huruvida sl(n, C) ar
sluten under Lie-bracketen for att veta om detta ar en delalgebra till gl(n, C). D3 vi tidigare
visat att sl(n, C) ar sluten under Lie-bracketen kan vi med sdakerhet sdga att sl(n, C) ar en
delalgebra till gl(n, C). Alla Lie-algebror som ar en delalgebra till den generella linjara
algebran kallas for linjdra Lie-algebror.

Definition: Givet en Lie-algebra, L definieras ett ideal, I som ett delrum I € L dar:
[x,ylel VxeL Vyel

Pa grund av [x,y] = —[y, x] behover vi inte gora skillnad pa vénster- eller hoger-ideal. Detta
innebar foljande:

[x,y] € I aven ger att [y, x] € ]

Att [ alltid ar en delalgebra till L ar enkelt att inse. I ar ett delrum till L och sluten under Lie-
bracketen ifall bagge elementen valjs ur I. Lie-produkten hamnar till och med inuti I da ett
av elementen valjs ur L. D3 L ar ett strikt stérre dn I innebar detta dven att man kan vilja ett
element som inte ar inkluderat i I. En delalgebra ar daremot inte alltid ett ideal.

Exempel: Vi undersoker Lie-algebran som bestar av vektorrummet av alla 6vertriangulara

n X n matriser. Lat oss kalla denna Lie-algebra fér bn(n, C). Vi vet att bn(n, C) ar ett delrum
till gl(n, €) och darfoér uppfyller axiomen for en Lie-algebra. D3 produkten av tva
Overtrianguldra matriser ar évertriangular vet vi att bn(n, C) dven ar en delalgebra till

gl(n, ©). Om bn(n, C) ar ett ideal till gl(n, C) sa maste denna uppfylla:

[x,v] € bn(n,C) Vx e bn(n,C),Vy € gl(n,C)

Vivetattx = (g ICD

alltsa ligga i bn(2, C):

) € bn(2,C) ochy = (O 1

1 O) € gl(2, C). Kommutatorn av dessa bor

k1= )G o)-G )6 )
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_ ( b a-— c)
c—a —b
Detta element existerar inte i bn(2, C). Alltsa vet vi att en delalgebra inte alltid ar ett ideal.m

Exempel: Ett ideal till gl(n, C) ar sl(n, C). Vi vet att sl(n, C)ar ett delrum till gl(n, C) samt
att tva godtyckliga element x och y, dar x € gl(n, C) och y € sl(n, C) ger [x, y] € sl(n, C).
Detta pa grund av tidigare visat faktum, dvs. att Tr(AB — BA) = 0 for alla godtyckligan X n
matriser A och B. Vilket i detta fall betyder att sl(n, C) ar ett ideal till gl(n, C).

Lemma: Givet en Lie-algebra L sa géller féljande: [x,0] = [0,x] = 0 VxL
Bevis: Vi utnyttjar bilineariteten pa foljande satt:
[x,0 + x] = [x,x] + [x,0] = [x, 0]
[x,0+x] =[x,x] =0-[x,0]=0

Exempel: En Lie-algebra L &r alltid ett ideal till sig sjalv. Ovanstdende lemma ger att {0} dven
ar ett Ideal till L. Dessa bagge kallas de triviala idealen till L.

Definition: Ett viktigt exempel nar det galler ideal vilken ofta inte ar trivial kallas centrumet
av L. Centrumet av L kallas Z(L) och definieras pa foljande vis:

Z(L) =:{x € L:[x,y] =0forallay € L}

Exempel: D3 Z(L) = L serviatt Z(L) =:{[x,y] = 0 for alla x, y € L} och detta innebar att L
ar en abelsk Lie-algebra.

Exempel: Enligt ovanstaende lemma ser vi att 0 € Z(L) for alla Lie-algebror L.

Homomorfi och isomorfi

Definition: Da L, och L, ar Lie-algebror 6ver en kropp F sager vi att avbildningen ¢:L; — L,
ar en homomorfi da ¢ ar linjar samt uppfyller:

o([xy1L,) = [p(), ey, forallax,y € L,

Har ar det viktigt att podngtera att den forsta Lie-bracketen kommer fran L, och den andra
fran L, .

Definition: Om ¢ ar bijektiv sa ar detta dven en isomorfi. Att en funktion ar bijektiv innebar
att funktionen parar ihop elementen av tva mangder pa ett exakt satt. Varje element fran
den ena mangden paras ihop med exakt ett element fran den andra mangden, och varje
element fran den andra mangden paras ihop med exakt ett element fran den forsta
mangden. En bijektiv funktion har alltid en invers. Alltsa har dven isomorfi mellan tva Lie-
algebror en invers. Denna invers ar ocksa en isomorfi. Om en isomorfi existerar mellan
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L, och L, sager man att L; ar isomorf med L, och detta betecknas L; = L,. En Lie algebras
isomorfi med sig sjalv kallas for en automorfism.

Kommentarer: Nar man studerar homomorfa avbildningar ar det intressanta hur de bevarar
strukturella likheter mellan olika typer av matematiska strukturer, sdsom vektorer, grupper
och Lie-algebror. Om vi t.ex. arbetar med ett vektorrum dar additionen av vektorer ar
tillatet. En homomorf avbilning 6ver tva sadana vektorrum ar da en linjar transformation.
Om vi forst adderar tva vektorer och sedan utfér en linjar transformation sa bor resultatet bli
detsamma som om vi forst skulle utfora transformationen pa vektorerna och sedan adderar
dem. De homomorfa avbildningar som finns mellan exempelvis tva vektorrum sager alltsa
nagot om likheter hos dessa.

Med andra ord ar homomorfi och isomorfi viktiga instrument da man studerar matematiska
objekt. Detta eftersom studier av dessa ger oss viktig information om det eller de
matematiska objekt vi studerar. Tva isomorfa Lie-algebror har samma struktur och ses darfor
som identiska. Darfor valjer vi att anvanda oss av detta da vi klassificerar och studerar Lie-
algebror.

Egenskaper hos nollrummet av en homomorfi: Det visar sig att nollrummet av en
homomorfi, ¢: L; = L,, ar ett ideal till L;. Nollrummet av ¢ betecknas ker ¢ och bestar av
alla element x € L, dér ¢(x) = 0. Ker ¢ ar ett delrum till L,. Vi kan visa ker ¢ &r ett ideal till
L, genom att bevisa foljande

[x,y] € kerp da x € ker ¢,y € L,
Vi vet att:
[x,y] € ker ¢ dd @([x,y]) =0

Definitionen av homomorfi ger:

o([xy1,) = [ex), ]y,

Vi vet dven att @(x) = 0. Vilket tillsammans med lemma 1 ger:

o([xyl,) = [p(), ML, = [0,0()]L, = Om

Egenskaper hos vardemdngden av en homomorfi: Vi kallar vardemangden av ¢ for V,. Nar
vi studerar denna mangd visar sig att denna ar en delalgebra till L,. V;, ar som bekant
{o(x) forallax € Li} € L,. Da V,, ar ett delrum till L, uppfyller den axiomen for en Lie-

algebra.

Vi behdver alltsa bara visa att vardemangden &r sluten under Lie-bracketen. V,, ar sluten
under Lie-bracketen da [¢(x), ¢(y)] € V,, for alla x, y € L,. Definitionen av en homomorfi

ger:

10
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p:L; - L,
o([x¥1L,) = [0, e,

Notera dd L, &r sluten att [x, y];,, kommer att befinna sig inom L;. Alltsa vet vi att ¢ ([x, y])

avbildar ett element taget ur L4, resultatet av detta kommer alltsa befinna sig i V,., vilket
betyder att [p(x), p(y)] E V,.m

Exempel: Den triviala homomorfin ¢: L; = L,, dar var linjdra avbildning defineras
@(x) = 0 Vx, existerar mellan varje Lie-algebra.

Exempel: En viktig homomorfi som inte ar trivial kallas for den adjunkta (ad) homomorfin.
Om L ar en Lie-algebra sa definierar vi ad pa féljande satt:

ad: L — gl(L)
ad,(y) :==[x,y] forallax,y € L

Det foljer av Lie-bracketens bilinearitet att ad, ar en linjar avbildning for varje x € L. D3 vi
vet att ad,, ar en linjar avbildning maste vi nu bara bevisa att:

(=) ad|,,) = ad,ad,, — adyad, = [ad,,ad,] Férallax,y €L
Vi vet fran definitionen av ad att:
adpey)(2) = [[x,¥1,2]

Och var Lie-bracket ger oss:

[ady, ad, |(2) = adsad, (z) — adyad,(z) = [x, [y, z]] — [y, [x, z]]
Detta ger att (®) stammer om vi kan visa foljande:

[[x,¥1,2] =[x, [y, 21] = [, [x, 2]]
FOr att bevisa detta utnyttjar vi Jacobi-identiten:
[x, [y, Z]] + [y, [z, x]] + [Z, [x, y]] =0

Som kan via Lie-bracketens antisymmetri kan formuleras pa foljande satt:

[[x,¥].z] = [x, [y, 2]] + [y, [z, x]] = [x, [y, 2]] + [y, (—1)[x, ]

Vilket leder till slutsatsen:

[ 17] = [ by 2] = [y, [, 21] m
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Exempel: Det ar nyttigt att titta pa ett konkret exempel pa isomorfi. Det kan ofta vara valdigt
svart att rent intuitivt avgora huruvida tva Lie-algebror ar isomorfa eller inte. Om vi
definierar en avbildning ¢: sl(2,C) — so(3, C) sa att:

0 b—c —i(b+rc)
(p(a b)=<c—b 0 2ai >(#)
¢ ~a i(b+c¢) —2ai 0

Vi vet att ¢ ar injektiv da @(x;) = @(x,) © x; = x,. Var avbildning &r surjektiv da det for
varje element z € so(3, C) existerar exakt ett element x € sl(2,C) sa att ¢(x) = z. Da:

0 ZT 7y
z = (—Zl 0 z3>
_Zz _Z3 O

Lol
T2 VA Z, — iz
z,=b—c . 3 2 A
T _Z iz 20 —2i
ZZ——l(b+C) —>b——2 > X = iz, + 7 7
— : —cl 1 2 3
z3 = 2al izt 7z, % T3
o =2i )

Alltsa ar @ (x) bijektiv. Da ¢ (x) bestar av linjara funktioner med avseende pa a,b och c sa
vet vi att @(x) aven ar linjar. Alltsad behover vi nu endast visa att denna avbildning uppfyller:

(p([x' x’]sl(Z,(C)) = [Qo(x)' QD(x,)]so(&(C)-

! !
Vi definierar x" € sl(2,C) sa attx’' = (Ccl, b ,). Vivill visa att HL = VL i ovanstdende

—a
ekvation:
b\(a b a b \(a b
vi=e@axD=0(( 2)E Z)- E 2)
oixxn=o((¢ L)@ )-(4 2@ 2,
— 0 (aa’ + bc' ab' — a'b) _ (aa’ +b'c a'b—- ab')
a'c—ac" b'c+ad ac' —a'c bc'+aad
_ ( bc' —b'c  2ab’ — Za'b)
2a'c —2ac’”  b'c—bc
0 2ab' —2a'b —2a'c +2ac’ —i(2ab' —2a'b + 2a’c — 2ac")
=| 2a'c—2ac’ —2ab'+2a'b 0 2(bc’' = b'c)i
i(2ab’ — 2a'b + 2a'c — 2ac") —2(bc' = b'c)i 0

HL = [p(x), p(x)] = p(x)p(x') — p(x)p(x) =
0 b—c —i(b+c) 0 b—c —i(b'+c)
(c—b 0 2ai )( c—b 0 2a'i )—

itb+c) —2ai 0 i(b'+c) -2di 0

12
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0 b —c —i(b'+c) 0 b—c —i(b+c)
- ¢=Pb 0 2a'i ( c—b 0 2ai )
ib'+c) —2di 0 i(b+c) —2ai 0
2bc' + 2¢b’ —2a'b—-2d'c i(2a’'b —2a'c)
=| —2ab'—2ac’" c¢b'—cc' —bb' +bc’ +4aa’ —i(ch' +cc’' —bb' —bc') |-
i(2ab’ — 2ac") i(bb" —bc" 4 cb' —cc") bb' + bc' +cb’ + cc' + 4ad’
2bc’ + 2¢cb’ —2ab' — 2ac’ i(2ab’ — 2ac’)
—| —2a’'b—-2a’'c bc'—cc'—bb' +b'c+4aa’  —i(bc' —bb' +cc' —Db'c)
i(2a’b —2a’c) i(bb" —b'c + bc' —cc") bb' + bc' + cb' + cc' + 4aa
( 0 2ab —2a’b—2a'c+2ac’ —i(2ab —2a'b+2d'c— 2ac’)\
=| 2d'c—2ac —2ab +2a'b 0 2(bc' = b )i =Vim
\i(Zab —2a'b+2a'c—2ac) —2(bc' = b o)i 0

Det visar sig alltsa att sl(2, C) = so(3, C). Som vi tidigare namnt ar det ofta rent intuitivt
svart att avgora huruvida tva Lie-algbror ar imosorfa. Fran det ovanstaende exemplet ser vi
att det dven kan vara krangligt att bevisa att tva Lie-algebror ar isomorfa. Darfor ar det
viktigt att man forstar vilka strukturella egenskaper som bevaras under isomorfi. Nedan
foljer nagra sadana exempel.

Exempel: En Lie-algebra ar ett vektorrum over en kropp, tillsammans med en Lie-bracket
som uppfyller axiomen for en Lie-algebra. En isomorfi mellan L; och L, innebar att dessa tva
vektorrum har samma antal baselement, dvs. har samma dimension. Detta bevisar vi pa
foljande satt:

Vilater S = {u, ..., u,} vara ett antal linjart oberoende vektorer/element i L,. Vi b6rjar med
att bevisa att ¢(S) = {¢(u,), ..., (u, )} bestar av linjart oberoende vektorer i L,. Vi antar
att ¢(S) ar en mangd dar nagon eller nagra av elementen ar linjart beroende av de andra.

Detta betyder att nagon eller nagra av dessa kan skrivas som en linjar kombination av de
ovriga. Da @ ar en isomorfi vet vi att det existerar en invers. Inversen av dessa vektorer

@ 1((S)) ger i detta fall att S kommer bestd utav linjart beroende element. Vilket
motsdger att S bestar av linjart oberoende element. Vilket betyder att ¢ (S) maste besta av
linjart oberoende element.

Nu har vi visat att ¢ avbildar basvektorer pa basvektorer. Vi vill nu visa att da S spanner upp
L, s& spanner @ (S) upp L,. Vi later w vara en godtycklig vektor i L. Vi vet d& att ¢ ~1(w) &r
en vektori L;. Om S spanner upp L; kan ¢ ~1(w) skrivas som en linjar kombination av
basvektorernaiL;, ¢ (W) = a;u; + - + a,uy,. Vi far dven att:

P W) = a;0(uy) + -+ anp(uy)

Vi har redan bevisat att ¢ (u;) maste vara en basvektorer i L, da u; om u; ar en basvektor i
L. Da w ar en godtycklig vektor i L, sa vet vi nu att ¢ (S) spanner upp L, da S spanner upp
L. m
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Vivet nu att da L, och L, ar isomorfa da ¢ avbildar baser pa baser. Vi vet dven att L, och L,
har samma antal baselement och darfér har samma dimension.

Exempel: | det abelska fallet ar Lie-bracketen trivial i det avseendet att den inte sdger nagot
om strukturen. Det gar som vi tidigare namnt alltid att konstruera en abelsk Lie-algebra for
varje vektorrum. Alltsa ar tva abelska Lie-algebror isomorfa om och endast om de har
samma dimension samt befinner sig dver samma kropp.

Exempel: Centrumet av en Lie-algebra bevaras under en isomorfi. Detta innebar att
@(Z(L,)) = Z(L,). Vi paminner oss om definitionen av centrumet for en Lie-algebra:

Z(Ly) =:{x € Ly:[x,y] =0forallay € L}
En isomorfi ar en bijektiv homomorfi ¢ som definieras:
p:Ly > L,
o([x,y1L,) = [e(x), o],

Vivaljer ett x € Z(L,) och vill bérja med att visa att detta ger ¢(x) € Z(L,). Dax € Z(L,)
vet vi att ¢([x, y],, ) &r lika med ¢ (0,,). D& ¢ &r en linjar avbildning frén L, till L, vet vi att

(p(olq) = OLz'

Detta ger oss att [¢(x), ¢(¥)],, = 0. D& @ &r bijektiv och y kan vara vilket som helst
element som existerar i L, vet vi att ¢ (y) kan representeras av vilket element som helst i L,.
Detta ger att ¢ (x) maste kommutera med varje element i L,. Vilket betyder att ¢(x) €
Z(L,). Detta ger att varje x € Z(L,) avbildas pa ett element @(x) € Z(L,).

Nu aterstar bara fragan huruvida det existerar element @ (x) € Z(L,) darx & Z(L,). Vitar
ett element ¢ (x) € Z(Ly) vilket ger [p(x), (y)],, = 0. Detta ger <p([x, y]Ll) = 0y, vilket
innebar att [x, y]L1 = 0y,. Vi har pastatt att x ¢ Z (L) meny kan som vi tidigare beskrivit
representera vilket som helst element i L,. Detta betyder att x uppfyller:

{x € Li:[x,y] = 0forallay € L,}. Vifar dirmed en motsagelse vilket visar att det inte
existerar nagra element ¢(x) € Z(L,) darx & Z(L,).m

De enkla Lie-algebrorna

Definition: En Lie-algebra L &r enkel da den inte ar abelsk och forutom de triviala idealen
saknar ideal.

Sats: Alla enkla Lie-algebror 6ver kroppen C bortsett fran fem undantag ar isomorfa med en
av de tre klassiska Lie-algebrorna:

sl(n,C), so(n,C), sp(n,C)
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De fem undantagen kallas for eg, e;, eg, f4 och g,. Den ortogonala Lie-algebran som
betecknas so(n, C) delas upp i tva typer beroende pa huruvida dimensionen hos matriserna
ar udda eller jamn. De enkla Lie-algebrorna delas upp i fyra familjer A,, B, C,, och D,,
beroende pa vilken av de klassiska Lie-algebrorna de ar isomorfa med. Denna klassificering
brukar kallas for Cartan-Killing formen?. Beviset som ligger bakom denna klassificering
uteldamnas i detta examensarbete. Nyfikna ldsare hanvisas till [9].

Den speciella linjara algebran, sl(n, C) har redan introducerats och darfor bérjar vi med att
undersdka den ortogonala Lie-algebran.

Definition: Vi definierar so(n, C) som rummet av alla matriser X € gl(n, C) som uppfyller
XTS = —SX.Dar S € gl(n, C) och har féljande utseende:

(;) g) dan = 21,dar S bestar av [ X [ block
!

<0 0 Il> dan = 21 + 1,dar denna del: (* 0 11) bestar av ! X [ block
0, O * I 0

Undersokning i det explicita fallet: Vi borjar med att titta ndrmare pa det jamna fallet,
so0(21, C) och underséker hur en sddan matris ser ut. Vi satter

X = ('g g) ,dar A, B, C och D ar godtyckliga [ X [ block. X maste da uppfylla:
(AT CT) (0 11) __ (0 Il) (A B)
BT pT/\I; O I, 0J\C D
cT A™\_(-C -D
< (DT BT) - (—A —B)
Vilket ger att (CT = —C,BT = —B,D = —A"). Detta ger oss:

=@ )

dar B och C ar antisymmetriska [ X [ matriser. (Att en matris C ar antisymmetrisk innebar
CT = —C). Vi 6vergér till att underséka hur matris i so(2l + 1, C) ser ut. Vi satter:

A B C
X=|D E F|
G H 1

dar E,F,H och I ar [l X | block. Detta ger att B och C ar [ langa radelement samtidigt som D
och G ar [ langa kolonelement. X maste da uppfylla

? Mer om satsens ursprung kommer i avsnittet “Utvecklingen av teorin om Lie-grupper och Lie-algebra”.
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A DT 6™\ /1 0 O 1 0 0N/A B C
(BT ET HT>(0011)=—<0011><DEF)
cT FT T/\0 I, 0 0 I, 0/\G H 1

A G' DT\ (-A -B —C
BT HT E"|=(-G -H -I
cT 1T F'/ \-D —-E -F

Vilketger (4 = 0,6 = —B",D = —C",1 = —E",H" = —Hoch F" = —F)

Vilket ger oss en matris som ser ut pa féljande satt:

0 B C
_CT E F )
—B" H -ET

dar H och F ar antisymmetriska matriser. Vi vet att matriserna i den ortogonala algebran
bestar av matriser X som uppfyller XTS = —SX, dar S ar en pa férhand n X n bestamd
matris. For att so(n, C) skall vara sluten under Lie-bracketen sa maste Lie-produkten
uppfylla:

[X,Y]7S = —S[X, Y]
o (XY — YX)TS = —S(XY — YX)
o (XY)TS — (YX)TS = SYX — SXY
o YTXTS — XTYTS = SYX — SXY
XTS = —SX samtYTS = —SY ger
o YT (=SX) — XT(=SY) = SYX — SXY
o XTSY—-YTSX = SYX — SXY
o (=SX)Y — (=SY)X = SYX — SXY
o SYX —SXY =SYX—SXY m

Sats: so(n, C) ar en Lie-algebra och en godtycklig matris X € so(n, C) har formen:

x=(c v

dar B och C ar antisymmetriska (da n = 21), eller

0 B ¢
X=(-c" E F )
—BT H —ET

dér E,F och H 4r | X I block, dér H och F &r antisymmetriska matriser (dan = 21 + 1).
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Definition: Den sista av de klassiska Lie-algebrorna kallas for den symplektiska algebran och
betecknas sp(n, C). Den ar till skillnad fran den ortogonala algebran bara definierad i jamna
dimensioner, dvs. for sp(21, C). Den symplektiska algebran maste uppfylla liknande villkor
som den ortogonala vilket innebir att alla X € sp(2[, C) méaste X uppfylla X7S = —SX. |
detta fall ser S ut pa féljande satt:
0 I
s=(1 o)

Undersokning i det explicita fallet: Vi vill undersdka hur en sddan matris ser ut och satter

darforX = (A B

c D) ,dar A, B, C och D ar godtyckliga [ X [ block. X maste da uppfylla:

@ 0 o=-( ¢ 3)
BT pT/\-I, 0/ \-I, 0J\c D
—cT A™_(—-C -D
(_)(_DT BT)_(A B)
Vilket ger (CT = C, BT = B,D = —AT,) Vilket ger oss féljande sats:

Sats: sp(2[, C) ar en Lie-algebra och en godtycklig matris X € sp(2[,C) formen

x=( _w)

dar C och B dr symmetriska matriser (Vilket innebar CT = ).

Kommentarer: Vi vet att sp(21, C) ar sluten under Lie-bracketen av samma anledning som
den ortogonala lie-algebran. Detta leder dven till att bade den ortogonala och symplektiska
Lie-algebran ar delalgebror till gl(n, C).

Nar vi pAminner oss om att Tr(4) = Tr(A7) sa ser vi latt att bAde den symplektiska och den
ortogonala Lie-algebran bestar av matriser som har sparet noll. Detta tillsammans med det
faktum att bagge ar slutna under Lie-bracketen ger att bagge dessa ar delalgebror till den
speciella linjara algebran.

De enkla Lie-algebrorna ar viktiga da dessa ar Lie-algebrans byggstenar. Dessa anvands for
att beskriva andra Lie-algebror.

Deriveringar

Definition: L3t A vara en algebra 6ver en kropp F. En derivering 6ver A ar en linjar
avbildning over F sa att

D:A—-> A
D(ab) = aD(b) + D(a)b forallaa,b €A
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Definition: Nar vi talar om deriveringar av en Lie-algebra L, 6ver en kropp F, sa ges
motsvarande definitionen:

D:L L
D[XY] = [X,D(Y)] + [D(X),Y] forallaX,Y € L

Vi kallar mangden av alla deriveringar 6ver L fér Der L. Denna mangd ar sluten under
addition och under multiplikation av skalarer vilket betyder att den uppfyller kraven pa ett
vektorrum. Der L ar ett delrum till den generella linjéra algebran, gl(n, C). Om D och E &r
vilka som helst deriveringar 6ver L och [D, E] dven visar sig vara en derivering sa vet vi att
Der L ar sluten under Lie-bracketen. Detta betyder att Der L ar en Lie-delalgebra till

gl(n, €). Vi bevisar detta pa foljande satt:

[D, E1IXY] = [X,[D, EI()] + [[D, E1(), Y]
VL:[D,E][XY] = DE[XY] — ED[XY] = [X,DE(Y)] + [DE(X),Y] — [X,ED(Y)] — [ED(X), Y]
HL: [X, [D, EI(] + [[D, E1(X),Y]| = [X,DE(Y) — ED(Y)] + [DE(X) — ED(X),Y]
= XDE(Y) — XED(Y) — DE(Y)X + ED(Y)X + DE(X)Y — ED(X)Y — YDE(X) + YED(X)
= (XDE(Y) — DE(Y)X) + (DE(X)Y — YDE(X)) — (XED(Y) — ED(Y)X) — (ED(X)Y — YED(X))
= [X,DE(Y)] + [DE(X),Y] — [X,ED(Y)] — [ED(X),Y] = VL m
Sats: Der L ar en Lie-delalgebra till gl(n, C).

Exempel: Ett viktigt exempel pa en derivering av en Lie-algebra L ar den adjunkta
homomorfin. Definitionen av en derivering ger att den adjunkta homomorfin maste uppfylla

adz([X, Y]) = [X, adZ(Y)] + [adz(X),Y]
ad;([X,Y]) = [Z[X, Y]] = —[x, Ly, Z]] — [y, [z, x]] (Via Jacobi identiteten)
= [x, [z, y]] + [[Z, x],y] = [X,adz(Y)] + [ad;(X), Y] (Via antisymmetrin) m

Vi har visat att den adjunkta homorfin ar en derivering och att den darfér befinner sig i
Der L.

Kommentar: En derivering D av en Lie-algebra L kallas inre om D = ad; fér nagot Z € L. Om
deriveringen inte ar inre kallas den for yttre. Vilket innebar:

Der L = {inre deriveringar}U{yttre deriveringar}

Detta anvands da man studerar och klassificerar Lie-algebror. | detta arbete kommer detta
inte att anvandas ytterligare.
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Konstruktioner med ideal och kommutatoralgebran

Da I och J bagge ar ideal till en Lie-algebra L finns det flera satt att konstruera ideal med
hjalp av I och J.

Exempel: Ett enkelt satt att kombinera dessa for att skapa ettideal ar I N J. Vi vet att
I N J € L savi behover inte bevisa att denna konstruktion uppfyller axiomen for en Lie-
algebra. Vi maste daremot visaatt [x,y] e INJddx € Lochy eIn].

Day ar ett element som existerar i snittet mellan I och /] som bagge ar ideal till L sa vet vi att
[x, y] maste avbildas i bade I och J. Produkten [x, y] ger endast ett element i L och darfor
maste detta element befinna sigi I och J pa samma gang, alltsa ligger [x,y]iIN].m

Exempel: Vi definierar produkten av idealen I och J som [I,]] := span{[x,y]:x € I,y € J}.
Det visar sig att detta ar ett ideal till L. Definitionen ger direkt att produkten av dessa ideal ar
ett delrum till L. Om vi later x € I,y € ] och v € L far via Jacobi-identiteten att

[vlx, ¥1] = [x[v, ¥]] + [[v. x],¥]

Vivet att [v,y] € ] d& ] &r ett ideal. Detta betyder att [x[v, y]] € [I,]]. P4 liknande sitt kan
vivisa att [[v,x],y] € [1,]]. D& [I,]] &r ett delrum till L som &r slutet under addition vet vi
att [x[v, y]] + [[v, x], y]befinner sig i [I,]]. Detta innebér att [v[x, y]] € [I,]], vilket betyder
att [1,]] ar ett ideal till L.m

Definition: Nar man valjer I = J = L skriver vi L’ och detta kallas for L:s kommutatoralgebra.
Da L ar ett trivialt ideal till sig sjalv kommer kommutatoralgebran av samma anledning som i
exemplet ovan vara ett ideal till L. L’ ar lika med spannet av alla produkter [x, y] dar x,y €
L.

Exempel: D4 kommutatoralgebran L spanns upp utav {0} vet vi att L &r en abelsk Lie-
algebra. Detta for att alla produkter [x,y] = 0 darx,y € L

Kommutatoralgebran under isomorfi: Kommutatoralgebran bevaras under isomorfi. Vi vet
att en isomorfi ¢ maste vara bijektiv samt uppfylla:

@:Ly - L,
o([xy1L,) = [0, (ML,

Eftersom ¢ ar bijektiv sa vet vi att varje unik kommutator av tva element x, y € L; maste ge
en unik kommutator i L,. Detta betyder att ¢ (L';) = L',. Da vi tidigare visat att ¢ avbildar
basvektorer pa basvektorer vet vi ocksa att tva isomorfa Lie-algebror har samma dimension
pa sina kommutatoralgebror.
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Lemma: Da z € L' vet vi att Tr(ad,) = 0.

Bevis: Eftersom z € L' vet vi att z kan skrivas som en linjar kombination av kommutatorer
[x,y] dar x,y € L. Nér vivéljer att skriva z = a,[xy, 1] + ay[x3, ¥5] + ==+ + a,[x,, Y] sa far
vi att Tr(ad,) kan skrivas pa formen.

Tr(ad(a, [x;,y11+ a5 [x3,y5 14 +anlxn,ynl)
= a,Tr(ad(y, y,1) + @2T7(ad(iz, y,) + - + anTT(@d((x, 3,,))
Vi har tidigare visat att ad[, ] = [adx, ady]. Detta ger
Tr(ad[x,y]) = Tr([ad,, ad,]) = Tr(ad,ad, — ad,ad,) = 0

Vilket innebar att alla termer i var omskrivning av Tr(ad,) ar lika med noll. Vilket dven
innebér att Tr(ad,) = 0.

Den direkta summan

Definition: Den direkta summan av tva Lie-algebror L;och L,, 6éver en kropp K, definieras pa
foljande satt.

L=L DL, ={(xy)x€Ly,y€ Ly}

Den direkta summan av tva Lie-algebror kan tolkas som summan av deras underliggande
vektorrum.

Definition: Givet ar att L ar den direkta summan av L;och L,. Lie-produkten av tva
godtyckliga element (x, y), (w, z) € L definieras pa féljande satt:

(#)[(x, y); (W, Z)] = ([X, W]Llr [y' Z]Lz)
Sats: Den direkta summan av tva Lie-algebror ar en Lie-algebra.

Bevis: Nar vi studerar (#) och ser vi att span{[x, W]Ll} = L', och span{[y, Z]Lz} =L',. Vivet
dvenattL'; € L; och L', € L, vilket innebar att [(x,y), (w, z)] kommer att befinna sigi L. L
ar alltsa sluten under Lie-bracketen. Det aterstar alltsa bara att visa att L uppfyller axiomen
for en Lie-algebra.

Antisymmetrin ges utav:

[(x, ), (x, )] = ([x,x].,, [y, ¥]1,) = (0,0)

Vi later (x,y), (w, z), (u, v) € L och undersdker huruvida L uppfyller Jacobi-identiteten:

(e ), [w,2), (w, v)]] + [(W, 2), [(w, v), (&, )] + [, ), [(x, ), (W, 2)]]

20



Joel Hoglund, 890228-0133
Examensarbete C, Lie-algebra
VT13

= [(xl y): ([W! u]Ll! [Z! 1J]Lz)] + [(W) Z), ([u, x]Llf [17, y]Lz)] + [(u! v)! ([x: W]Lli [}’: Z]Lz)]

Efter fortsatt utveckling samt summering far vi:

([x, [w, u]] + [W, [u, x]] + [u, [x, W]]L [y, [z, v]] + [z, [v, y]] + [v, [y, Z]]Lz)

1)
Vi vet att Jacobi-identiteten ar uppfylld i bade L, och L, vilket innebdr att detta blir (0,0)
och sadledes uppfyller L Jacobi-identiteten. L ar bilinjar om vi kan visa att:

[aCx,y) + b(w,2), (W, v)] = al(x,y), (W v)] + b[(w, 2), (w, V)]
VL: [a(x,y) + b(w, 2), (u,v)] = [(ax + bw,ay + bz), (u, V)]
= ([ax + bw,u], , [ay + bz,v],,) = (a[x,u],, + b[w,u], ,aly,v],, + blz,v],,)
= a(lxuly,, [, v1,) + b([w,uly,, [2,v],,)
Vilket med omvandningen av (#) ger

= a[(x,y), (w,v)] + b[(w, 2), (u,v)]m

Den direkta summan av tva Lie-algebror ar alltsa en Lie-algebra. Fran definition (#) ser vi
aven omedelbart att:

L=L,®L,
Sats: D3 L ar lika med den direkta summan avi L; och L, ar:
Z(L) = Z(Ly) @ Z(Ly).
Bevis: Vi borjar detta bevis genom att visa foljande:
Z(L) D Z(Ly) € Z(L)
Omx € Z(L,) ochy € Z(L,) maste vi visa att (x,y) € Z(L). Da (w, z) € L far vi:
[Ce, ), (W, 2)] = ([x,w]y,, [y, z]L,)
Dax € Z(Ly) ochy € Z(L,) farvi[x,w],, = 0 och [y, z],, = 0, vilket ger:
[(x,¥),(w,z)] = (0,0) for alla godtyckliga element (w,z) € L
Alltsa ar Z(L,) @ Z(L,) < Z(L). For att visa att Z(L) = Z(L,) @ Z(L,) maste vi dven visa:
Z(L) < Z(L) ® Z(L2)

Da (x,y) € Z(L) maste vi visa att detta ger x € Z(L;) ochy € Z(L,). Om (w, z) aterigen ar
ett godtyckligt element i L sa vet med hjalp av (#) och det faktum att (x,y) € Z(L):
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[(x) }’),(W, Z)] = ([x’ W]L1' [y' Z]Lz) = (0'0)

Vilket ger att [x,w],, = 0 och [y, z],, = 0. D& w och z &r godtyckliga element i L,
respektive L,, vet vi att x och y ger produkten noll med alla element i sina respektive
algebror. Alltsa vet vi att x € Z(L,) och x € Z(L,) vilket ger Z(L) < Z(L,) @ Z(L,). Vilket
innebar att vi nu med all sdkerhet vet att Z(L) = Z(L,) @ Z(L,).m

Strukturkonstanter

Definition: D3 L &r en Lie-algebra 6ver en kropp F med en bas {x,, ..., x,,} vet vi att Lie-
bracketen ar helt bestamd av produkterna [xi,xj]. Vi definierar skalarer aﬁ‘j € F sa att

[x0, %] = Xieeq afixe

Skaldrerna afj kallas for strukturkonstanter med avseende pa basen i L. Det ar viktigt att
forsta att afj beror pa valet av bas i L, olika val av bas kommer generellt sett leda till olika

strukturkonstanter.

Sats: Tva Lie-algebror ar isomorfa om och endast om de har samma strukturkonstanter med
avseende pa nagon bas.

Bevis: Detta kan bevisas om vi tittar pa en linjar transformation mellan L; och L,, dar L, har
basen e = {e;, e, ..., e,} och L, har basen f = {f}, f5, ..., f}. Vi definierar en bijektiv linjar
transformation ¢: L; — Ly:

(e = f

p(en) = fu

Vi borjar med att anta att strukturkonstanterna ar lika foér ndgon av baserna i e och f. Om
denna transformation uppfyller (p([x, y]Ll) = [p(x), o(¥)]., vetviatt L; och L, ar
isomorfa. Vi tar tvd godtyckliga element i Ly, sdg x = x;e; + x,e, + -+ x,€, ochy =
yiey + ye, + -+ + ype, , dar x; och y; ar godtyckliga skaldrer. Detta ger:

(p([x, y]Ll) =@ ([x1e1 + xp6; + -+ xpep, V11 + yen + o0+ ynen_]Ll)

= x1y10([er, e1]) + x1y20([eg, €2]) + - + x 7 p([er, e ]) + x2y10([ez,e4]) +
X2y20(leg, €2]) + + + x29n ¢ ([e2,€n ) + -+ + xny10([en, €1]) + xn¥20([en, €2])

+ o+ XY@ ([en en ])

[, @1, = [0 (x1e1 + x2ez + -+ xnen, ), @(yr€1 + Y22 + - + Yney )]
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= x1y1[p(e1), p(e)] + x1¥2[@(er), @(ex)] + - + x1yn[@(e1), @(en)] + x2y1 [@(e2), p(e1)] +
x2y2[0(e2), p(ex)] + - + xyn[@(e2), (en)] + - + xpy1[@(en), @ (e1)] + xp¥2[0(en), @ (e2)]

+ o+ xpnlo(en) o len)]

Dessa uttryck &r lika d& ¢([e;, ¢;]) = [@(e;), ¢ (e;)]. Definitionen for strukturkonstanter
samt det faktum att ¢ avbildar baselement pa baselement ger:

o([ei e]) = [o(e), o(e)]

n n
cofSe) -

k=1 k=1
n n
k _ k
« z a;jp(ex) = Z aijfx
n n
kg _ k
< z aijfe = Z aijfx
k=1 k=1

Alltsa vet vi att L, och L, ar isomorfa da de har samma strukturkonstanter. Nu aterstar det
bara att visa att en isomorfi mellan L, och L, leder till att dessa har samma
strukturkonstanter. Vi antar att ¢: L; = L, ar en isomorfi. Da L, och L, ar isomorfa vet vi att
(p([x, y]Ll) = [p(x), @(¥)]L,- Vi har tidigare visat att detta stammer da

o ([ene], ) = loen otep],

Vi definierar strukturkonstanter:

n

o ([evel], ) = Z aljfi

k=1

n
[oCe. wiep], = > bif
k=1
Detta ger:

@ ([ei» ej]Ll) = [§0(ei);(P(ej)]L2
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Alltsa kan L, och L, vara isomorfa om och endast om strukturkonstanterna ar lika for nagot
val av bas i respektive Lie-algebra.m

Klassifikation av de lag-dimensionella Lie-algebrorna

Vi vill veta hur manga icke isomorfa Lie-algebror det finns och hur man kan ga tillvaga for att
klassificera dem. For att fa en forstaelse for detta kommer vi klassificera Lie-algebror av
dimension 1, 2 och 3. De abelska Lie-algebrorna ar latta att forsta och klassificera. | varje
dimension gar det att definiera en abelsk Lie-algebra dar alla Lie-bracketar ar lika med noll.
Detta leder i sin tur till att alla abelska Lie-algebror 6ver samma kropp och av samma
dimension ar isomorfa. Eftersom vi helt och hallet forstar dessa skall vi titta pa de icke-
abelska Lie-algebrorna.

Vi vet att Lie-algebror av olika dimensioner inte kan vara isomorfa. Vi vet dven att en Lie-
algebra, L ar icke-abelsk da L’ ar nollskild och Z(L) # L. Vi vet dven att L’ samt Z(L) bevaras
under isomorfi. Darfér kommer vi utga ifran dessa egenskaper nar vi klassificerar Lie-
algebrorna av dimension 1, 2 och 3. Nar vi klassificerar dessa Lie-algebror kommer vi i
samtliga fall att befinner oss 6ver kroppen C. Argumenten som anvands i foljande
klassificering ar hamtade ur [1].

Lie-algebror av dimension 1

Sats: Varje Lie-algebra av dimension 1 ar abelsk.

Bevis: Vi vet att en sadan Lie-algebra endast bestar av ett linjart oberoende element. Vi
kallar detta element for x och ser omedelbart att varje element i en sadan Lie-algebra maste
vara en skalar multipel av denna. L3t px och ax vara tva godtyckliga element i en sadan Lie-
algebra. Vifar da [ux, ax] = pa[x, x] = 0. Vilket innebar att en sadan Lie-algebra maste
vara abelsk.

Lie-algebror av dimension 2

Lat oss Overga till fallet da L ar en 2-dimensionell icke-abelsk Lie-algebra. Vi vet att L’ maste
vara nollskild da detta skall vara en icke-abelsk Lie-algebra. Om {x, y} r en bas i L sa vet vi
att L ar spannet utav {[x, x], [x,y], {yv, X}, [y, yI} = {[x, v]}. Detta ger att L’ maste vara 1-
dimensionell, vilket betyder att [x, y] maste vara ett nollskilt element. Vi véljer {x} som en
basiL’.

Da vet vi att [x, y] = ax dar a € C. Skaldren a bidrar inget till strukturen av L, fér om vi
ersitter y med a1y s& far vi [x, y] = x. Vi kan |4tt visa att denna struktur uppfyller axiomen
for en Lie-algebra.

Sats: Alla 2-dimensionella Lie-algebror éver kroppen C ar isomorfa med en av dessa Lie-
algebror:
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1. Den 2-dimensionella abelska Lie algebran.
2. En Lie-algebra med basen {x, y} dar Lie-bracketen definieras av:

[X,X] = 0) [J’»Y] = 0’ [X»Y] =X, [y'x] =X

Centrumet for en 2-dimensionell Lie-algebra av denna typ kommer att vara {0}. Ett exempel
pa en sadan algebra ar den linjara algebran med basen

{x = (8 (1)),31 = —((1) 8)} dar [x,y] = xy — yx

Vi ser att Lie-algebran definierats korrekt da:

_ (0 1\ _ _ (0 1\ _ _ _
xyl=(, o)=xmx==(; o)=—xochlxzl=[yyl=0.
. . . . a b\ .
Ett godtyckligt element i denna Lie-algebra ar A = (O 0) diara,b € C

Lie-algebror av dimension 3

Da L ar 3-dimensionell och en icke-abelsk Lie-algebra vet vi att L’ ar nollskild. L’ kan antingen
vara 1-, 2- eller 3-dimensionell. Vi vet dven att Z(L) # L. Darfér kommer vi att organisera
klassificerandet av dessa genom att relatera L’ till Z(L).

L’ dr 1-dimensionell och ér inkluderad i Z (L)

Vi borjar med att anta att L’ ar 1-dimensionell och ar inkluderad i Z(L). Vi vet da att det
existerar ett nollskilt element z € L sa att L' = span{z}. Vi valjer att utvidga z tillen bas i L,
{z,x,y}. Da z &r inkluderat i Z(L) vet vi att att [z, v] = [v,z] = 0,Vv € L. Vivet att L’ &r lika
med spannet av alla kommutatorer av baselement. Alltsa far vi:

L' = span{[z,x], [z, y], [x, y]} = span{[x, y]} = span{z}

Sats: En 3-dimensionell Lie-algebra dar L’ ar 1-dimensionell och ar inkluderad i Z(L) ar alltid
isomorf med en Lie-algebra, L som har en bas {z, x, y} dér L' = span{z} och z € Z(L). En
sadan Lie-algebra kallas for en Heisenberg algebra och Lie-bracketen definieras av:

[x,y] = az,[x,z] = 0,[y,z] =0d&da € C
Kommentar: Notera att « kan rationaliserar bort genom att substituera z med a™!z.

Exempel: Ett exempel pa en Heisenberg algebra ar Lie-algebran bestaende av alla strikt
overtrianguldra 3x3-matriser. Vi véljer basen:

01 0 0 0 O 0 01
x=10 0 O0),y=10 0 1}),z={0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O

25



Joel Hoglund, 890228-0133
Examensarbete C, Lie-algebra
VT13

Vi enkelt verifiera att [x,y] = z och z € Z(L).
L’ dr 1-dimensionell och dr inte inkluderad i Z (L)

Sats: Vi anvander oss av den direkta summan for att konstruera en sadan algebra. Vi kallar
denna Lie-algebra for L. Lat L vara L = L; @ L, dar L spanns upp av {(x,y):x € L,y € L,},
dar L, ar den 2-dimensionella icke-abelska algebran och L, ar en 1-dimensionell Lie-algebra.
D& L, ar abelsk far vi:

LI = L,1 @ LIZ = L,1

Da L'; ar 1-dimensionell vet vi att denna konstruktion uppfyller dimensionskravet pa L’. Vi
vet dven att Z(L,) = 0 vilket ger:

Z(L) =Z(L) ® Z(Ly) = L,
Vilket betyder att L’ inte ar inkluderad i Z(L).

Bevis: Vi vill visa att en godtycklig Lie-algebra av denna typ ar isomorf med den ovan
beskrivna Lie-algebran. Vi bérjar med att vilja ett nollskilt element x € L'. D4 vi vet att x inte
arinkluderad i centrumet av L sa vet vi att for nagot y € L sa ar [x,y] # 0. Vi vet da dven att
x och y ar linjart oberoende da de annars skulle kunna skrivas som en linjar kombination av
varandra, vilket skulle innebdra att [x, y] = 0. Vi minns fran den 2-dimensionella Lie-
algebran att L' = span{x} vilket betyder att [x, y] maste vara en skaldr multipel av x. Vi har
tidigare visat att om vi ersatter y med en skaldar multipel av sig sjalv sa kan vi ordna sa att

[x,y] = x.

L skulle vara 3-dimensionell vilket betyder att vi maste utvidga {x, y} med ett baselement
som vi kallar w. Da L' = span{x} maste det finnas skaldrer a och b sa att:

[x,w] = ax och [y,w] = bx

Ett av kraven pa var Lie-algebra, L var att L’ inte skulle vara inkluderad i Z(L). Om L
innehaller ett nollskilt element z € Z(L) s& far z inte existera i span{x, y} fér dd kommer L’
vara inkluderad i Z(L). For z = 8x + By + yw far vi att:

[x,z] = [x,6x + By + yw] = Bx + yax
ly,z] = [y, 6x + By + yw] = —=6x + ybx

Nar vivéljer§ = b, = —aochy = 1farviattz € Z(L)da [x,z] = [y,z] = 0.Day = 1 vet
vi att z inte ligger i rummet som spanns upp av x och y. Detta ger att var 3-dimensionella
Lie-algebra dar L’ ar 1-dimensionell och inte ar inkluderad i Z(L) maste vara L =

span{x,y} @ span{z}. Detta stimmer 6verens med tidigare beskriven Lie-algebra.m
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L’ ér 2-dimensionell

Nasta steg blir att undersdka en 3-dimensionell Lie-algebra dar L’ ar 2-dimensionell. Vi
kommer att se att det existerar oandligt manga icke-isomorfa Lie-algebror av denna typ. Vi
valjer tva linjart oberoende element i L’, Iat oss kalla dem {y, z} och utvidgar dem till en bas i
L med x. Vi borjar med att bevisa att L’ i detta fall alltid ar en abelsk Lie algebra.

Vi vet att [y, z] och [y, x] € L'; alltsa finns det skalérer a, b, c,d € Csa att [y, z] = ay +
bz och [y, x] = cy + dz. Detta ger:

ady,(x) = [y,x] = cy +dz

ady,(y) =[y,y] =0
ady(z) = [y,z] = ay + bz

Vi vet da att matrisen for ad, med avseende pa basen {x, y, z} kan skrivas pa formen

0 0 O
(c 0 a>
d 0 b

Vi har i avsnittet om kommutatoralgebra visat att d y € L' leder detta till att Tr(ad, ) = 0.
Fran var matris fér ad,, ser vi att Tr(ad, ) = b. Allts3 maste b vara lika med noll. Genom att
istallet titta pa matrisen for ad, kan vi pa samma satt visa att a ar lika med noll. Detta ger att
[y,z] = 0.Da{y,z}arenbasiL’ vetviatt varje element i L’ kan skrivas som en linjar
kombination av y och z. Da [y, z] = 0 ger detta att Lie-produkten av tva godtyckliga element
ur L’ alltid ar lika med noll. L’ ar alltsa en abelsk Lie-algebra.

Da L’ = span{[x,y], [, z], [y, z]} och [y, z] = 0 kan vi med det faktum att L’ skall vara 2-
dimensionell veta att [x, y] och [x, z] maste vara linjart oberoende. Da[x, y], [x,z] € L' och
{y,z} drenbasiL’ savet vi att dessa kan skrivas pa formen [x,y] = ky + Iz, [x,z] = my +
nz dar k,1, m,n € C. For att denna Lie-algebra skall uppfylla de ursprungliga kraven maste
alltsa [x, y] och [x, z] maste vara linjart oberoende. Vilket ger oss att k,1, m,n € C maste

uppfylla:

k1

det (T) = det (m N

)#0

Sats: En 3-dimensionell Lie-algebra L med en bas {x, y, z} dar L’ &r 2-dimensionell har en Lie-
bracket som definieras av:

ly,z] =0,[x,y] =ky+1z,[x,z] =my+nzVkI]mn € C, dar

k1

det (T) = det (m N

)#0
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Det finns oandligt manga ickeisomorfa Lie-algebror av denna typ. Samtidigt som matrisen T
definierar var Lie-algebra sdger den inget om huruvida tva Lie-algebror av denna typ ar
isomorfa. Med hjalp av basbyte kan en Lie-algebra av denna typ leda till olika variationer pa
matrisen T.

L’ ér 3-dimensionell

Nu aterstar det bara att undersdka den/de 3-dimensionella Lie-algebror dar aven L’ &r 3-
dimensionell. Jag kommer i detta examensarbete att utelamna hur vi gar tillvaga for att
definiera dessa Lie-algebror. Istdllet téankte jag visa hur en sadan Lie-algebra ser ut och ge ett
exempel. Det visar sig att alla Lie-algebror L av denna typ ar isomorfa och har en bas
{H,E,F}saatt[H, E] = 2E,[H,F] = —2F,[E,F] = H. En Lie-algebra av denna typ ar
sl(2,C). Vikan visa att L ar isomorf med sl(2, C) da vi definerar en linjar avbildning

@:L - sl(2,C) sa att:

¢(H) - ((1) —01)

o~ () o)
o~ (2 )

Definitionen av en homomorfism ger att denna funktion maste uppfylla:

o([x,y]) = [(), 0(W]s2c) forallax,y € L

Om L och sl(2, C) har samma strukturkonstanter sa vet vi att de ar isomorfa.

ot e = [ 2).( o, =(o o)=20®
ot F = %) 8>LZ(ZJC):(—02 0) = ~20(F)

oEF=(( )G o, = Jp)=ew

Vilket ger L har samma strukturkonstanter som sl(2, C) vilket leder till att L = si(2, C).

Kort biografi 6ver Sophus Lie

Foljande historik ar baserad pa [4]. Sophus Lie ar kdnd bland matematiker som grundaren till
teorin om transformationsgrupper, som kom att bli den moderna teorin om Lie-grupper.
Hans forsta matematiska intresse lag inom geometrin och detta intresse kom att félja
honom genom hela hans karriar. Lie bérjade med sin matematiska forskning forst 1868, vid
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26 ars alder, tre ar efter att han slutfort sina universitetsstudier vid universitetet i
Christiania’. Lie arbetade som aktiv matematiker i endast 30 ar men var trots detta oerhort
produktiv. Om man jamfor Lie med andra matematiker, exempelvis Gauss, sa var Lie langt
mer ivrig och benagen att publicera sina upptackter. Lies satt att presentera sina teorier var
inte alltid de mest fordelaktiga och kom darfor ofta att bli forstadda utav den matematiska
allmanheten férst genom andra matematikers verk.

1868 kom Lie over arbeten av J.Poncelet och J.Plicker vilka kom att inspirera honom under
hela hans matematiska karridr. Bada dessa matematiker hade varit oerhort innovativa.
Poncelet hade bland annat introducerat de komplexa talen inom den projektiva geometrin.
Samtidigt hade Pliicker i sina arbeten med geometriska figurer varit oerhort nyskapande.
Han sag inte langre dessa som en samling punkter utan hade borjat studera dessa som
familjer av linjer, sfarer osv. 1869 publicerade Lie sin forsta matematiska skrift och sokte i
samband med detta ett stipendium for att fa mojlighet att fortsatta sin forskning ute i
Europa. Hans 6nskemal beviljades och han fick darmed majlighet att besdka Europas
matematiska huvudstader. Lie valde att spendera vintern mellan 1869-1870 i Berlin dar han
kom i kontakt med Felix Klein. De kom med tiden att bli mycket goda vanner. Klein hade varit
en av Plickers studenter och var darfor under denna tid mycket intresserad av studier i linje-
geometri. Klein var sju ar yngre an Lie men hade trots detta redan blivit tilldelad sin
doktorstitel. Klein hade en stor talang for att ta in nya idéer och hitta sambandet mellan
dessa medans Lie var mer intresserad av att utveckla sina egna idéer.

Varen 1870 reste de bada till Paris dar de motte gruppteoretikern Camille Jordan och
differentialgeometrikern Gaston Darboux vilket stimulerade dem bada. Under juli manad
gjorde Lie sin mest kdnda geometriska upptackt, ndgot som idag kallas for Lies linje-sfar
transformation. Strax efter detta brot det fransk-tyska kriget ut vilket ledde till att Klein blev
tvungen att atervanda till Tyskland. Lie valde istéllet att under en vandring mellan Paris och
Italien begrunda sina nya upptdckter. Under denna vandring blev han bland annat tagen for
spion och lyckades natt och jamt na Italien innan tyska soldater omringat Paris. Varen 1871
spenderade han som stipendiat pa universitetet i Christiania och undervisade med jamna
mellanrum pa sitt gamla gymnasium. | juli samma ar publicerade han sitt doktorsarbete
”Uber eine Classe geometrischer Transformationen”, vilken handlade om geometriska
transformationer. Aret efter ansokte Lie om en professorstjinst i Lund men blev istallet
erbjuden en professorstjanst pa Christianias universitet.

1873 borjade Lie rikta in sitt arbete pa att systematiskt studera transformationsgrupper, det
som sedan kom att bli den moderna teorin om Lie-grupper. Lies stora projekt kom att bli att
studera dessa transformationsgrupper med férhoppning att sedan kunna applicera
resultatet for att 16sa differentialekvationer. Resultatet av dessa studier kom att leda till att
man kunde reducera det interna studerandet av lokala transformationsgrupper till studier av

® Christiania ar ett tidigare namn pa den norska huvudstaden, Oslo.
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dess Lie-algebra. Detta restultat ar pa manga satt en milstolpe inom matematik. Trots att
Lies plan var att anvanda dessa resultat for att studera differentialekvationer kom influensen
av detta att bli mycket storre inom andra matematiska falt. Den generella teorin om Lie-
grupper och Lie-algebror har idag vaxt till ett eget och sjalvstandigt matematiskt falt.

Vid denna tidpunkt var det fa matematiker som noterade dessa upptackter vilket blev en
besvikelse for Lie. Ett problem I3g i att Lie var en syntetisk geometriker i sjalen samtidigt som
arbetet tenderade att vara mer at det analytiska hallet, vilket ledde till att hans presentation
blev svartolkad. Mellan daren 1873-1876 arbetade Lie extremt hart med sina
transformationsgrupper. Han var fortfarande bitter dver att dessa teorier inte fick storre
erkdannande. | ett brev till sin van Adolf Mayer 1884 forklarar Lie sin frustration och
besvikelse. Han forklarar att denna besvikelse framst beror pa att det i manga avseenden
skulle spara tid ifall fler matematiker insag vardet i dessa teorier.

Medvetna om Lies isolering i Christiania arrangerade Felix Klein och Adolf Mayer sa att Kleins
davarande student, Friedrich Engel, forflyttas till Christiania for att avlasta Lie. Samarbetet
mellan dem visade sig vara lyckat. Lie ansag att Engel var en perfekt samarbetspartner och
bestamde sig darfor att detta var ratt tidpunkt att fullstandigt publicera teorierna kring
transformationsgrupper. Lie och Engel traffades varje dag och arbetade pa detta projekt.
Arbetet var uppdelat sa att Lie skissade strukturen pa varje avsnitt for att sedan diskutera
innehallet mer i detalj. Engel fick sedan uppgiften att i detalj slutfora arbetet. Detta projekt
pagick i nio ar och ledde till tre bécker som publicerades mellan dren 1888-1893 (se [5]).

1886 blev Lie erbjuden en professorstjanst i Leipzig som eftertradare till Felix Klein som sjalv
blivit erbjuden en tjanst i Gottingen. Tjansten i Liepzig ledde till fler forpliktelser an den
tidigare tjansten i Christiania. Detta ledde till att Lie 1889 blev 6verarbetad och fick spendera
flera manader pa ett sanatorium i Hannover. Sommaren 1890 hade Lies hélsa forbattrats
vilket ledde till att han atervande till universitetet i Leipzig. Lie visade sig dock vara en
forandrad man. Engel har i efterhand beskrivit hur Lie hade férandrats till en angslig och
lattstott person. En person som kom att bli svar att hantera dven for de ndrmaste vannerna.
Det visade sig att Lie hade drabbats av en sjukdom som ledde till att han inte kunde ta upp
vitaminen B,. Det fanns under denna tid inget botemedel for detta. Dessa faktorer
tillsammans med det faktum att Lie hade en enorm hemlangtan ledde till att Lies relation
med Engel och Klein férsamrades, vilket bland annat ledde till att Lie och Engels samarbete
kring ytterligare en bok avbrots.

1892 spenderade Lie sex manader i Paris dér han bland annat traffade Elie Cartan. Det var
under den tid som Cartan arbetade pa klassificeringen av de enkla Lie-algebrorna, vilket vi
kommer aterkomma till i ndsta avsnitt. 1896 erbjuds Lie aterigen en tjanst vid Christianias
universitet vilken han tackar ja till forst 1898. Hans forklarar att hans tankta litterara planer
kommer kréva flera ars arbete och att Christiania darfor vore bast for hans halsa. Efter
aterkomsten forsamras hans héalsa snabbt och han doér den 18 februari 1899.
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Utvecklingen av teorin om Lie-grupper/Lie-algebra

Foljande historik dr baserad pa [6] och [7]. 1873 bestdmde sig Lie for att skapa en teori for
andligt-dimensionella och kontinuerliga transformationsgrupper, i modern mening Lie-
grupper och hur dessa verkade pa olika mangfalder 6ver det n-dimensionella vektorrummet.
Lies idé var att forsoka titta pa denna gruppverkan infinitesimalt. Det var genom detta
arbete som han borjade introducera den matematiska apparat som sedan kom att bli hans
teori for andligt dimensionella transformationsgrupper. Denna gruppverkan ger i det
generella fallet upphov till det vi idag kallar for en Lie-algebra. Det kanske enklaste exemplet
ar nar en lokal Lie-grupp gruppverkar pa sig sjalv genom hoger- eller vanster-translateringar,
vilket ger oss Lie-algebran for gruppen. Lie-algebran ar ett vektorrum och ar darfor lattare
att hantera an gruppen i sig.

Lie hade insett att det existerar en begransad mangd transformationsgrupper om man ser till
isomorfin mellan dem. Lies idé var att klassificera dessa grupper genom att studera hur
dessa verkade infinitesimalt. Willhelm Killing (1847-1923) ansag dock att man forst borde
klassificera algebrorna som dessa gav upphov till, dvs. det vi idag kallar andligt-dimensionella
Lie-algebror. Framsteg utav Killing, Lie och Friedrich Engel (1861-1941) ledde med tiden till
att det blev allt tydligare att en klassificering av det vi idag kallar de enkla Lie-algebrorna var
nodvandig.

Killing arbetade i manga ar med att klassificera de enkla Lie-algebrorna éver kroppen C.
Killings resultat publiceras mellan aren 1888-1890, i ”“Mathematische Annalen” (se [8]). Hans
bevis var i manga fall ofullstdndiga men trots detta lyckades han komma fram till ett
hdpnadsvackande resultat. Alla enkla Lie-algebror var isomorfa med Lie-algebrorna som
harstammade fran de linjara, ortagonala samt symplektiska grupperna, vilka vi redogjort for
under rubriken ”“De enkla Lie-algebrorna”. Problemet I6stes nagra ar senare fullstandigt av
Elie Cartan (1869-1951). Genom att studera Killings bevis och lagga till nya innovativa idéer
lyckades han 1894 klassificera de enkla Lie algebrorna under den sa kallade Cartan-Killing
formen. Om du vill titta ndrmare pa detta bevis sa gar detta att finna under referens [9].
Detta var ett oerhort rigordst teorem som kom att bli en 1800-talets storsta upptackter inom
algebra.

De enkla Lie-algebrorna ar som vi tidigare ndmnt isomorfa med nagon av dessa fyra familjer:
Ay, By, Gy, Dy
Dessa korresponderar emot féljande Lie-algebror:
sl(n+1,C),so(2n + 1,C), sp(2n, C),so(2n,C)

Utover dessa existerar det fem undantag E,, E,, Eg, F, och G, med dimensionerna 78, 133,
248, 52, samt 14. Fér mer information om de enkla Lie-algebrorna se [3].
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Kopplingen mellan de transformationsgrupper Lie studerade och det vi i modern mening
bendamner Lie-grupper och dess Lie algebra var till en bérjan en aning problematisk. Man
studerade som vi tidigare namnt dessa gruppers verkan pa olika mangfalder infinitesimalt,
vilket ger upphov till gruppens Lie-algebra. Det var till en bérjan komplicerat att hantera
dessa pa en global niva. Bland annat kunde denna generalisering leda till en krympande
topologisk omgivning kring gruppens identitetselement. Detta problem |6stes forst 1946 av
Claude Chevalley (1909-1984), vilket ledde till en alltmer rigords teori kring Lie-algebror.

Teorin for Lie-algebror har sitt ursprung i Lies teori for transformationsgrupper. Den ovan
beskrivna historiken visar dock att vi inte bor betrakta Lie som ensam utvecklare av det vi
idag kallar for Lie-algebra. Detta ar ett matematiskt falt som med hjélp av manga stora
matematiker kommit att bli ett oerhort viktigt och sjalvstandigt matematiskt falt.
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