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Sammanfattning 

Med utgångspunkt från Karin Erdmann och Mark J. Wildon bok ”Introduction to Lie 

Algebras” (se referens    ) har jag i detta examensarbete definierat vad en Lie-algebra är, 

gett exempel på enklare Lie-algebror, tittat på olika egenskaper hos Lie-algebror samt 

undersökt klassificeringen av de låg-dimensionella Lie-algebrorna. Arbetet avslutas med en 

kort sammanfattning av Lie-algebrans historia. 
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En algebra över en kropp 

Definition: En matematisk kropp är en struktur som består av en mängd element 

tillsammans med fyra binära operationer. Dessa operationer skall uppfylla 9 axiom. Dessa 

innefattar bland annat att dessa operationer skall vara både kommutativa och associativa.  

Exempel: De komplexa talen eller de reella talen är kroppar under operationerna addition, 

subtraktion, multiplikation och division.  

Definition: En algebra över en kropp   är ett vektorrum   över kroppen   tillsammans med 

en bilinjär avbildning: 

                 , 

där    kallas för produkten av      . Denna produkt förväntas oftast uppfylla ett antal 

axiom.  

Definition: En algebra,   sägs vara associativ då den uppfyller            ,         . 

Algebran anses vara unitär om det existerar ett identitetselement,      så att: 

         ,     . 

Exempel: Vektorrummet av alla     matriser över en kropp   är tillsammans med 

operationen matrismultiplikation en unitär och associativ algebra. Detta eftersom 

matrismultiplikation av     matriser är associativ och identitetsmatrisen uppfyller kraven 

på ett identitetselement.  

En Lie-algebra 

Defintion: En Lie-algebra över en kropp   är ett vektorrum   tillsammans med en avbildning 

över  . Vi kommer hädanefter antingen att befinna oss över kropparna          . Lie-

algebrans avbildning kallas för Lie-bracket och definieras på följande sätt: 

                     

En Lie-algebra skall vara sluten under Lie-bracketen. Detta innebär att Lie-produkten måste 

befinna sig i  . Lie-bracketen måste även uppfylla följande axiom: 

1.                                   

2.                                              (Jacobi-identiteten) 

3.                                 
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Kommentarer: Den antisymmetriska egenskapen kan representeras på två sätt. Av 

antisymmetrin och det faktum att Lie-bracketen är bilinjär får vi: 

                                                

Vilket i sin tur ger: 

                 

Alltså vet vi att: 

(                        . 

Vi kan även visa följande genom att i     substituera   med  : 

                         

Detta ger att: 

                         

De flesta algebror tenderar att vara associativa. Om vi utnyttjar     kan Jacobi identiteten 

omskrivas på följande sätt:                              . Termen           hindrar Lie-

algebran   från att vara associativ. Eftersom       är godtyckliga vet vi att L endast är 

associativ då                     .  

I det kommande avsnittet ges några enklare exempel på Lie-algebror. Vi kommer att bevisa 

att dessa uppfyller axiomen för en Lie-algebra. Värt att notera när det gäller bilineariteten 

hos en Lie-algebra är att det räcker att algebran antingen uppfyller     eller      . Om vi vet 

att      är uppfyllt så får vi         : 

                                  

                                  

                          

På liknande sätt kan vi även visa           

Exempel på Lie-algebror 

För att förstå vad en Lie-algebra är och hur en sådan fungerar bör man börja med att titta på 

några enklare exempel. Vi kommer därför att ge fem instruktiva exempel samt bevisa att 

dessa uppfyller kraven på en Lie-algebra. 

Exempel: I vårt första exempel                            samt låter vektorprodukten 

agera Lie-bracket. Vi väljer att kalla denna algebra       . Vi vet att vektorprodukten av två 
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vektorer i    kommer befinna sig i    och kan därför konstatera att vår algebra är sluten 

under Lie bracketen. Vi måste även undersöka huruvida denna algebra uppfyller tidigare 

nämnda axiom. Om                               vet vi enligt definitionen av 

vektorprodukten att Lie-bracketen ger: 

                                           

Antisymmetri kan bevisas genom att sätta    : 

                                                   

För att minimera arbetet med att bevisa att        uppfyller Jacobi-identiteten använder vi 

oss av den vektoriella trippelprodukten: 

                      

Detta ger: 

                                                                         

Skalärprodukten är kommutativ vilket ger: 

                                

Nu återstår det bara att visa att        uppfyller bilineariteten: 

                        

VL:                                                               

                                                                

                                        

HL:                a                                                   

                                                                 

                                                                 

                                              VL 

Alltså vet vi att        är sluten under Lie-bracketen samt uppfyller axiomen för Lie-algebra. 

Detta betyder att        är en Lie-algebra.  

Den generella linjära algebran 

Definition: Den generella linjära algebran kallas         och är vektorrummet av alla     

matriser över kroppen   med en Lie-bracket som definieras på följande sätt: 

                                 , 
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där    är definierad som vanlig matrismultiplikation av     matriserna   och  . Lie-

produkten av två godtyckliga     matriser kommer att vara en     matris och därför vet 

vi att denna algebra är sluten under Lie-bracketen. För att visa att         är en Lie-algebra 

måste vi återigen bevisa att våra axiom är uppfyllda.  

Antisymmetri kan bevisas genom att sätta     och substituera B: 

                  

Matrismultiplikation är höger- och vänster-distributiv då matrisernas storlek är sådan att 

produkten kan definieras. I vårt fall innebär detta att multiplikationen är distributiv. Detta 

ger att              samt             , då           är godtyckliga 

    matriser. Detta kommer vi utnyttja då vi bevisar att         är bilinjär samt uppfyller 

Jacobi-identiteten. 

Jacobi-identiteten bevisas på följande sätt: 

                                                              

                                                      

                                                   

           

                                         –         

   

Algebran är bilinjär om följande likhet gäller: 

                        Där μ och λ    

HL:                                             

VL:                                                    

Alltså vet vi att         är Lie-algebra.  

Kommentar: I fortsättningen av detta arbete kommer alla Lie-bracketar definieras på samma 

sätt som Lie-bracketen i        . Denna Lie-bracket brukar ibland kallas för kommutatorn av 

  och  , då   och   är två godtyckliga element som existerar i den givna Lie-algebran. Detta 

innebär: 

                           

Alla fortsatta exempel kommer även att vara delrum till         vilket innebär att dessa 

exempel måste uppfylla axiomen för en Lie-algebra. Problematiken i dessa fall kommer 
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enbart ligga i att avgöra huruvida dessa är slutna under Lie-bracketen. En bättre förklaring till 

detta kommer i avsnittet om delalgebror och ideal. 

Exempel: Varje associativ algebra   blir en Lie-algebra under kommutatorn: 

                           

En associativ algebra   med denna Lie-bracket kommer av samma anledning som         

att uppfylla axiomen för en Lie-algebra. Då bägge           existerar i A vet vi även att 

         . Vilket leder till att en associativ algebra även är sluten under denna Lie-

bracket. 

Abelska Lie-algebror 

Defintion: Ett vektorrum L där                kallas för en abelsk Lie-algebra. Varje 

vektorrum kan definieras till en abelsk Lie-algebra då vi definierar Lie-bracketen så att Lie-

produkten alltid blir lika med noll. Då vi undersöker en abelsk Lie-algebra inser vi lätt att 

denna uppfyller axiomen för en Lie-algebra. 

Exempel: Vi definierar en Lie-algebra      . Denna Lie algebra befinner sig på linjen med 

vektorprodukten definierad som Lie-bracket. Eftersom vektorprodukten av alla parallella 

vektorer alltid är lika med noll får vi då en abelsk Lie-algebra. 

Den speciella linjära algebran 

Definition: Den speciella linjära algebran kallas         och består av vektorrummet av alla 

    matriser över kroppen   med spåret 0. Spåret av en matris   är lika med noll då 

summan av alla diagonalelement är lika med noll och betecknas        . Ett enkelt 

exempel på en     matris med spåret noll är  
  
   

 . 

        är ett delrum till        och därför vet vi att         uppfyller axiomen för en Lie-

algebra. Vi måste dock fortfarande visa att         är sluten under Lie-bracketen. Detta 

betyder produkten av vår Lie-bracket måste befinna sig i rummet av alla     matriser med 

spåret 0. Alltså måste vi undersöka huruvida             

Vi påminner oss om följande samband gällande spåret av     matriserna A och B: 
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Detta ger: 

                                                

                                         

Alltså vet vi nu att spåret av (       då A och B är     matriser alltid är lika med noll. 

Detta leder till att         är sluten under Lie-bracketen och alltså är en Lie-algebra.  

Den ortogonala Lie-algebran 

Definition: Vi låter        vara det delrummet till         som består av alla 

antisymmetriska     matriser. Detta betyder att dessa matriser har egenskapen      . 

Då       är ett delrum till         vet vi att denna algebra uppfyller axiomen för en Lie-

algebra. Frågan kring huruvida        är sluten under Lie-bracketen måste dock fortfarande 

besvaras. Vi påminner oss om följande egenskaper hos transponatet av     matriserna A 

och B:   

             

          . 

Detta ger: 

                                                       

          

Vilket visar att        är sluten under Lie-bracketten och alltså är en Lie-algebra.1 

Delalgebra och ideal 

Definition: Givet en Lie-algebra, L så definieras en delalgebra till L som ett delrum     

där: 

                             

Då   är ett delrum till   inser vi lätt att denna uppfyller axiomen för en Lie-algebra. Detta 

har vi tidigare berört när vi exempelvis studerat den speciella linjära algebran. Man kan se 

det som att   ärver egenskaper från  . Följande exempel bör tydliggöra detta: 

                                                           
1
 Vi kommer i avsnittet ”De enkla Lie-algebrorna” att introducera de klassiska Lie algebrorna. Även om detta 

inte kommer att bevisas är det värt att poängtera att        strukturellt leder till samma Lie-algebra som 
       . Vilket betyder att dessa algebror är isomorfa. Begreppet isomorfi kommer att förklaras i avsnittet 
”Homomorfi och isomorfi”. 
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Exempel: Då vi studerar de reella talen tillsammans med en additiv operation och bevisar att 

denna operation är kommutativ kan vi med enkelhet visa att detta även gäller för de 

rationella talen, då    .  

Exempel: Då vi tittar på ett vektorrum med en operation som uppfyller axiomen för en Lie-

algebra och sedan väljer att titta på en mindre del av detta rum blir det uppenbart att 

axiomen även är uppfyllda för detta delrum.  

Då   är ett delrum till   blir alltså frågan huruvida   är sluten under Lie-bracketen 

avgörande då vi vill undersöka huruvida   är en delalgebra till  . 

Exempel: Då         är ett delrum till         måste vi endast avgöra huruvida         är 

sluten under Lie-bracketen för att veta om detta är en delalgebra till        . Då vi tidigare 

visat att         är sluten under Lie-bracketen kan vi med säkerhet säga att         är en 

delalgebra till        . Alla Lie-algebror som är en delalgebra till den generella linjära 

algebran kallas för linjära Lie-algebror. 

Definition: Givet en Lie-algebra,   definieras ett ideal,   som ett delrum     där: 

                          

På grund av              behöver vi inte göra skillnad på vänster- eller höger-ideal. Detta 

innebär följande:  

                             

Att   alltid är en delalgebra till   är enkelt att inse.   är ett delrum till   och sluten under Lie-

bracketen ifall bägge elementen väljs ur  . Lie-produkten hamnar till och med inuti   då ett 

av elementen väljs ur  . Då   är ett strikt större än   innebär detta även att man kan välja ett 

element som inte är inkluderat i  . En delalgebra är däremot inte alltid ett ideal.  

Exempel: Vi undersöker Lie-algebran som består av vektorrummet av alla övertriangulära 

    matriser. Låt oss kalla denna Lie-algebra för        . Vi vet att         är ett delrum 

till         och därför uppfyller axiomen för en Lie-algebra. Då produkten av två 

övertriangulära matriser är övertriangulär vet vi att         även är en delalgebra till 

       . Om         är ett ideal till         så måste denna uppfylla: 

                                           

Vi vet att    
  
  

                 
  
  

         . Kommutatorn av dessa bör 

alltså ligga i        : 
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Detta element existerar inte i        . Alltså vet vi att en delalgebra inte alltid är ett ideal.   

Exempel: Ett ideal till         är        . Vi vet att        är ett delrum till         samt 

att två godtyckliga element x och y, där             och             ger              . 

Detta på grund av tidigare visat faktum, dvs. att             för alla godtyckliga     

matriser A och B. Vilket i detta fall betyder att         är ett ideal till        . 

Lemma: Givet en Lie-algebra   så gäller följande:                    

Bevis: Vi utnyttjar bilineariteten på följande sätt: 

                          

                        

Exempel: En Lie-algebra   är alltid ett ideal till sig själv. Ovanstående lemma ger att     även 

är ett Ideal till  . Dessa bägge kallas de triviala idealen till  .  

Definition: Ett viktigt exempel när det gäller ideal vilken ofta inte är trivial kallas centrumet 

av  . Centrumet av L kallas      och definieras på följande vis: 

                                 

Exempel: Då        ser vi att                                och detta innebär att L 

är en abelsk Lie-algebra.  

Exempel: Enligt ovanstående lemma ser vi att        för alla Lie-algebror  . 

Homomorfi och isomorfi 

Definition: Då           är Lie-algebror över en kropp F säger vi att avbildningen         

är en homomorfi då   är linjär samt uppfyller: 

                                          

Här är det viktigt att poängtera att den första Lie-bracketen kommer från        den andra 

från    .  

Definition: Om   är bijektiv så är detta även en isomorfi. Att en funktion är bijektiv innebär 

att funktionen parar ihop elementen av två mängder på ett exakt sätt. Varje element från 

den ena mängden paras ihop med exakt ett element från den andra mängden, och varje 

element från den andra mängden paras ihop med exakt ett element från den första 

mängden. En bijektiv funktion har alltid en invers. Alltså har även isomorfi mellan två Lie-

algebror en invers. Denna invers är också en isomorfi. Om en isomorfi existerar mellan 
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          säger man att    är isomorf med    och detta betecknas       . En Lie algebras 

isomorfi med sig själv kallas för en automorfism. 

Kommentarer: När man studerar homomorfa avbildningar är det intressanta hur de bevarar 

strukturella likheter mellan olika typer av matematiska strukturer, såsom vektorer, grupper 

och Lie-algebror. Om vi t.ex. arbetar med ett vektorrum där additionen av vektorer är 

tillåtet. En homomorf avbilning över två sådana vektorrum är då en linjär transformation. 

Om vi först adderar två vektorer och sedan utför en linjär transformation så bör resultatet bli 

detsamma som om vi först skulle utföra transformationen på vektorerna och sedan adderar 

dem. De homomorfa avbildningar som finns mellan exempelvis två vektorrum säger alltså 

något om likheter hos dessa. 

Med andra ord är homomorfi och isomorfi viktiga instrument då man studerar matematiska 

objekt. Detta eftersom studier av dessa ger oss viktig information om det eller de 

matematiska objekt vi studerar. Två isomorfa Lie-algebror har samma struktur och ses därför 

som identiska. Därför väljer vi att använda oss av detta då vi klassificerar och studerar Lie-

algebror. 

Egenskaper hos nollrummet av en homomorfi: Det visar sig att nollrummet av en 

homomorfi,        , är ett ideal till   . Nollrummet av   betecknas ker   och består av 

alla element      där       . Ker   är ett delrum till   . Vi kan visa ker   är ett ideal till 

   genom att bevisa följande  

                           

Vi vet att: 

           då            

Definitionen av homomorfi ger: 

                          

Vi vet även att       . Vilket tillsammans med lemma 1 ger: 

                                        

Egenskaper hos värdemängden av en homomorfi: Vi kallar värdemängden av   för   . När 

vi studerar denna mängd visar sig att denna är en delalgebra till   .    är som bekant 

                       . Då    är ett delrum till    uppfyller den axiomen för en Lie-

algebra.  

Vi behöver alltså bara visa att värdemängden är sluten under Lie-bracketen.    är sluten 

under Lie-bracketen då                för alla x, y    . Definitionen av en homomorfi 

ger: 
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Notera då    är sluten att         kommer att befinna sig inom   . Alltså vet vi att          

avbildar ett element taget ur   , resultatet av detta kommer alltså befinna sig i   ., vilket 

betyder att               .  

Exempel: Den triviala homomorfin        , där vår linjära avbildning defineras 

           existerar mellan varje Lie-algebra.  

Exempel: En viktig homomorfi som inte är trivial kallas för den adjunkta (ad) homomorfin. 

Om L är en Lie-algebra så definierar vi ad på följande sätt: 

           

                              

Det följer av Lie-bracketens bilinearitet att     är en linjär avbildning för varje    . Då vi 

vet att     är en linjär avbildning måste vi nu bara bevisa att: 

                                                        

Vi vet från definitionen av ad att: 

                     

Och vår Lie-bracket ger oss: 

                                                     

Detta ger att     stämmer om vi kan visa följande: 

                              

För att bevisa detta utnyttjar vi Jacobi-identiten: 

                                

Som kan via Lie-bracketens antisymmetri kan formuleras på följande sätt: 

                                                      

Vilket leder till slutsatsen: 
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Exempel: Det är nyttigt att titta på ett konkret exempel på isomorfi. Det kan ofta vara väldigt 

svårt att rent intuitivt avgöra huruvida två Lie-algebror är isomorfa eller inte. Om vi 

definierar en avbildning                   så att: 

  
  
   

   
           

       
           

      

Vi vet att   är injektiv då                  . Vår avbildning är surjektiv då det för 

varje element           existerar exakt ett element           så att       . Då:  

   
     
      
       

  

 
      

          
      

   

  
  
  

  
      
   

  
      
    

 
 

 
 

    

  
  

      
   

      
   

 
  
  

  

Alltså är              . Då      består av linjära funktioner med avseende på a,b och c så 

vet vi att      även är linjär. Alltså behöver vi nu endast visa att denna avbildning uppfyller: 

                                      . 

Vi definierar            så att         
     

 . Vi vill visa att       i ovanstående 

ekvation: 
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Det visar sig alltså att                . Som vi tidigare nämnt är det ofta rent intuitivt 

svårt att avgöra huruvida två Lie-algbror är imosorfa. Från det ovanstående exemplet ser vi 

att det även kan vara krångligt att bevisa att två Lie-algebror är isomorfa. Därför är det 

viktigt att man förstår vilka strukturella egenskaper som bevaras under isomorfi. Nedan 

följer några sådana exempel. 

Exempel: En Lie-algebra är ett vektorrum över en kropp, tillsammans med en Lie-bracket 

som uppfyller axiomen för en Lie-algebra. En isomorfi mellan           innebär att dessa två 

vektorrum har samma antal baselement, dvs. har samma dimension. Detta bevisar vi på 

följande sätt: 

Vi låter             vara ett antal linjärt oberoende vektorer/element i   . Vi börjar med 

att bevisa att                      består av linjärt oberoende vektorer i   . Vi antar 

att      är en mängd där någon eller några av elementen är linjärt beroende av de andra.  

Detta betyder att någon eller några av dessa kan skrivas som en linjär kombination av de 

övriga. Då   är en isomorfi vet vi att det existerar en invers. Inversen av dessa vektorer 

          ger i detta fall att S kommer bestå utav linjärt beroende element. Vilket 

motsäger att S består av linjärt oberoende element. Vilket betyder att      måste bestå av 

linjärt oberoende element.  

Nu har vi visat att   avbildar basvektorer på basvektorer. Vi vill nu visa att då   spänner upp 

   så spänner      upp   . Vi låter w vara en godtycklig vektor i   . Vi vet då att        är 

en vektor i   . Om   spänner upp    kan         skrivas som en linjär kombination av 

basvektorerna i    ,  
                 . Vi får även att: 

                            

Vi har redan bevisat att       måste vara en basvektorer i    då    om    är en basvektor i 

  . Då w är en godtycklig vektor i    så vet vi nu att      spänner upp    då   spänner upp 

  .   



Joel Höglund, 890228-0133 
Examensarbete C, Lie-algebra 
VT13 
 

14 
 

Vi vet nu att då    och    är isomorfa då   avbildar baser på baser. Vi vet även att    och    

har samma antal baselement och därför har samma dimension.  

Exempel: I det abelska fallet är Lie-bracketen trivial i det avseendet att den inte säger något 

om strukturen. Det går som vi tidigare nämnt alltid att konstruera en abelsk Lie-algebra för 

varje vektorrum. Alltså är två abelska Lie-algebror isomorfa om och endast om de har 

samma dimension samt befinner sig över samma kropp.  

Exempel: Centrumet av en Lie-algebra bevaras under en isomorfi. Detta innebär att 

              . Vi påminner oss om definitionen av centrumet för en Lie-algebra: 

                                    

En isomorfi är en bijektiv homomorfi   som definieras: 

        

                          

Vi väljer ett         och vill börja med att visa att detta ger           . Då         

vet vi att            är lika med      ). Då   är en linjär avbildning från            vet vi att 

          . 

Detta ger oss att                . Då   är bijektiv och   kan vara vilket som helst 

element som existerar i    vet vi att      kan representeras av vilket element som helst i   . 

Detta ger att      måste kommutera med varje element i   . Vilket betyder att      

     . Detta ger att varje         avbildas på ett element           . 

Nu återstår bara frågan huruvida det existerar element            där        . Vi tar 

ett element            vilket ger                . Detta ger                 vilket 

innebär att            . Vi har påstått att         men y kan som vi tidigare beskrivit 

representera vilket som helst element i   . Detta betyder att x uppfyller:  

                            . Vi får därmed en motsägelse vilket visar att det inte 

existerar några element            där        .  

De enkla Lie-algebrorna 

Definition: En Lie-algebra   är enkel då den inte är abelsk och förutom de triviala idealen 

saknar ideal.  

Sats: Alla enkla Lie-algebror över kroppen   bortsett från fem undantag är isomorfa med en 

av de tre klassiska Lie-algebrorna: 
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De fem undantagen kallas för                   . Den ortogonala Lie-algebran som 

betecknas         delas upp i två typer beroende på huruvida dimensionen hos matriserna 

är udda eller jämn. De enkla Lie-algebrorna delas upp i fyra familjer                 

beroende på vilken av de klassiska Lie-algebrorna de är isomorfa med. Denna klassificering 

brukar kallas för Cartan-Killing formen2. Beviset som ligger bakom denna klassificering 

utelämnas i detta examensarbete. Nyfikna läsare hänvisas till    . 

Den speciella linjära algebran,         har redan introducerats och därför börjar vi med att 

undersöka den ortogonala Lie-algebran.  

Definition: Vi definierar         som rummet av alla matriser           som uppfyller 

       . Där           och har följande utseende: 

 
   
   

                                    

 
   
    
    

                            

   
    
    

                      

Undersökning i det explicita fallet: Vi börjar med att titta närmare på det jämna fallet, 

         och undersöker hur en sådan matris ser ut. Vi sätter 

   
  
  

                                          .   måste då uppfylla: 

  
   

    
  
   
   

    
   
   

  
  
  

  

   
   

    
   

    
    

  

Vilket ger att                    . Detta ger oss: 

   
  
    

   

där B och C är antisymmetriska     matriser. (Att en matris   är antisymmetrisk innebär 

     ). Vi övergår till att undersöka hur matris i            ser ut. Vi sätter:  

   
   
   
   

 , 

där       och   är          . Detta ger att   och   är   långa radelement samtidigt som   

och   är   långa kolonelement.   måste då uppfylla 

                                                           
2 Mer om satsens ursprung kommer i avsnittet ”Utvecklingen av teorin om Lie-grupper och Lie-algebra”. 
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Vilket ger                                         

Vilket ger oss en matris som ser ut på följande sätt: 

 
   
     
       

   

där H och F är antisymmetriska matriser. Vi vet att matriserna i den ortogonala algebran 

består av matriser   som uppfyller        , där   är en på förhand     bestämd 

matris. För att         skall vara sluten under Lie-bracketen så måste Lie-produkten 

uppfylla: 

                

                     

                       

                     

        samt         ger 

                         

                   

                       

                    

Sats:         är en Lie-algebra och en godtycklig matris           har formen: 

   
  
    

   

där B och C är antisymmetriska (då     ), eller 

   
   
     
       

 , 

där           är          , där   och   är antisymmetriska matriser (då       ). 



Joel Höglund, 890228-0133 
Examensarbete C, Lie-algebra 
VT13 
 

17 
 

Definition: Den sista av de klassiska Lie-algebrorna kallas för den symplektiska algebran och 

betecknas        . Den är till skillnad från den ortogonala algebran bara definierad i jämna 

dimensioner, dvs. för         . Den symplektiska algebran måste uppfylla liknande villkor 

som den ortogonala vilket innebär att alla            måste X uppfylla        . I 

detta fall ser   ut på följande sätt: 

   
   
    

  

Undersökning i det explicita fallet: Vi vill undersöka hur en sådan matris ser ut och sätter 

därför    
  
  

            och                           .   måste då uppfylla: 

  
   

    
  

   
    

    
   
    

  
  
  

  

    
   

     
   

    
  

  

Vilket ger                     Vilket ger oss följande sats: 

Sats:          är en Lie-algebra och en godtycklig matris             formen 

   
  
    

 , 

där   och   är symmetriska matriser (Vilket innebär       . 

Kommentarer: Vi vet att          är sluten under Lie-bracketen av samma anledning som 

den ortogonala lie-algebran. Detta leder även till att både den ortogonala och symplektiska 

Lie-algebran är delalgebror till        .  

När vi påminner oss om att              så ser vi lätt att både den symplektiska och den 

ortogonala Lie-algebran består av matriser som har spåret noll. Detta tillsammans med det 

faktum att bägge är slutna under Lie-bracketen ger att bägge dessa är delalgebror till den 

speciella linjära algebran.  

De enkla Lie-algebrorna är viktiga då dessa är Lie-algebrans byggstenar. Dessa används för 

att beskriva andra Lie-algebror.  

Deriveringar 

Definition: Låt   vara en algebra över en kropp  . En derivering över   är en linjär 

avbildning över   så att 
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Definition: När vi talar om deriveringar av en Lie-algebra  , över en kropp  , så ges 

motsvarande definitionen: 

      

                                         

Vi kallar mängden av alla deriveringar över   för      . Denna mängd är sluten under 

addition och under multiplikation av skalärer vilket betyder att den uppfyller kraven på ett 

vektorrum. Der L är ett delrum till den generella linjära algebran,        . Om   och   är 

vilka som helst deriveringar över   och       även visar sig vara en derivering så vet vi att 

Der   är sluten under Lie-bracketen. Detta betyder att       är en Lie-delalgebra till 

       . Vi bevisar detta på följande sätt: 

                                    

                                                                   

HL:                                                            

                                                          

                                                                ) 

                                               

Sats:       är en Lie-delalgebra till        . 

Exempel: Ett viktigt exempel på en derivering av en Lie-algebra   är den adjunkta 

homomorfin. Definitionen av en derivering ger att den adjunkta homomorfin måste uppfylla 

                                 

                                         (Via Jacobi identiteten) 

                                           (Via antisymmetrin)   

Vi har visat att den adjunkta homorfin är en derivering och att den därför befinner sig i 

     .  

Kommentar: En derivering   av en Lie-algebra   kallas inre om       för något    . Om 

deriveringen inte är inre kallas den för yttre. Vilket innebär: 

                                                 

Detta används då man studerar och klassificerar Lie-algebror. I detta arbete kommer detta 

inte att användas ytterligare.  
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Konstruktioner med ideal och kommutatoralgebran 

Då   och   bägge är ideal till en Lie-algebra   finns det flera sätt att konstruera ideal med 

hjälp av   och  .  

Exempel: Ett enkelt sätt att kombinera dessa för att skapa ett ideal är    . Vi vet att 

      så vi behöver inte bevisa att denna konstruktion uppfyller axiomen för en Lie-

algebra. Vi måste däremot visa att                           .  

Då y är ett element som existerar i snittet mellan   och   som bägge är ideal till   så vet vi att 

      måste avbildas i både   och  . Produkten       ger endast ett element i   och därför 

måste detta element befinna sig i   och   på samma gång, alltså ligger       i     .  

Exempel: Vi definierar produkten av idealen   och   som                          . 

Det visar sig att detta är ett ideal till  . Definitionen ger direkt att produkten av dessa ideal är 

ett delrum till  . Om vi låter                 får via Jacobi-identiteten att 

                            

Vi vet att              är ett ideal. Detta betyder att               . På liknande sätt kan 

vi visa att                . Då       är ett delrum till   som är slutet under addition vet vi 

att                   befinner sig i      . Detta innebär att               , vilket betyder 

att       är ett ideal till  .  

Definition: När man väljer       skriver vi    och detta kallas för L:s kommutatoralgebra. 

Då   är ett trivialt ideal till sig själv kommer kommutatoralgebran av samma anledning som i 

exemplet ovan vara ett ideal till  .    är lika med spannet av alla produkter       där     

 . 

Exempel: Då kommutatoralgebran   spänns upp utav     vet vi att   är en abelsk Lie-

algebra. Detta för att alla produkter         där       

Kommutatoralgebran under isomorfi: Kommutatoralgebran bevaras under isomorfi. Vi vet 

att en isomorfi   måste vara bijektiv samt uppfylla:  

        

                          

Eftersom   är bijektiv så vet vi att varje unik kommutator av två element        måste ge 

en unik kommutator i   . Detta betyder att           . Då vi tidigare visat att   avbildar 

basvektorer på basvektorer vet vi också att två isomorfa Lie-algebror har samma dimension 

på sina kommutatoralgebror. 
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Lemma: Då      vet vi att          .  

Bevis: Eftersom      vet vi att   kan skrivas som en linjär kombination av kommutatorer 

               . När vi väljer att skriva                                   så får 

vi att         kan skrivas på formen.  

                                        

                                                         

Vi har tidigare visat att                  . Detta ger  

                                              

Vilket innebär att alla termer i vår omskrivning av         är lika med noll. Vilket även 

innebär att          . 

Den direkta summan 

Definition: Den direkta summan av två Lie-algebror         , över en kropp K, definieras på 

följande sätt. 

                          

Den direkta summan av två Lie-algebror kan tolkas som summan av deras underliggande 

vektorrum.  

Definition: Givet är att   är den direkta summan av         . Lie-produkten av två 

godtyckliga element               definieras på följande sätt:  

(#)                                

Sats: Den direkta summan av två Lie-algebror är en Lie-algebra.  

Bevis: När vi studerar (#) och ser vi att                   och                  . Vi vet 

även att        och        vilket innebär att               kommer att befinna sig i  .   

är alltså sluten under Lie-bracketen. Det återstår alltså bara att visa att   uppfyller axiomen 

för en Lie-algebra.  

Antisymmetrin ges utav: 

                                      

Vi låter                     och undersöker huruvida   uppfyller Jacobi-identiteten: 
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Efter fortsatt utveckling samt summering får vi: 

                              
  
                              

  
  

Vi vet att Jacobi-identiteten är uppfylld i både    och    vilket innebär att detta blir       

och således uppfyller   Jacobi-identiteten.   är bilinjär om vi kan visa att: 

                                                    

VL:                                             

                                                                 

                                       

Vilket med omvändningen av (#) ger 

                                

Den direkta summan av två Lie-algebror är alltså en Lie-algebra. Från definition (#) ser vi 

även omedelbart att: 

           

Sats: Då L är lika med den direkta summan av i    och    är:  

                . 

Bevis: Vi börjar detta bevis genom att visa följande: 

                 

Om                     måste vi visa att           . Då         får vi: 

                                

Då                     får vi                        , vilket ger: 

                    för alla godtyckliga element         

Alltså är                 . För att visa att                  måste vi även visa:  

                 

Då            måste vi visa att detta ger                    . Om       återigen är 

ett godtyckligt element i L så vet med hjälp av (#) och det faktum att           : 
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Vilket ger att                        . Då         är godtyckliga element i    

respektive   , vet vi att         ger produkten noll med alla element i sina respektive 

algebror. Alltså vet vi att                     vilket ger                 . Vilket 

innebär att vi nu med all säkerhet vet att                 .  

Strukturkonstanter 

Definition: Då   är en Lie-algebra över en kropp   med en bas           vet vi att Lie-

bracketen är helt bestämd av produkterna        . Vi definierar skalärer    
    så att  

            
   

 
     

Skalärerna    
  kallas för strukturkonstanter med avseende på basen i L. Det är viktigt att 

förstå att    
  beror på valet av bas i L, olika val av bas kommer generellt sett leda till olika 

strukturkonstanter.  

Sats: Två Lie-algebror är isomorfa om och endast om de har samma strukturkonstanter med 

avseende på någon bas.  

Bevis: Detta kan bevisas om vi tittar på en linjär transformation mellan    och   , där    har 

basen                och    har basen               . Vi definierar en bijektiv linjär 

transformation        : 

         

  

         

Vi börjar med att anta att strukturkonstanterna är lika för någon av baserna i e och f. Om 

denna transformation uppfyller                           vet vi att    och    är 

isomorfa. Vi tar två godtyckliga element i   , säg                           

                 , där           är godtyckliga skalärer. Detta ger: 
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Dessa uttryck är lika då                         . Definitionen för strukturkonstanter 

samt det faktum att   avbildar baselement på baselement ger: 

                         

       
   

 

   

      
   

 

   

 

     
       

 

   

    
   

 

   

 

     
    

 

   

    
   

 

   

 

Alltså vet vi att    och    är isomorfa då de har samma strukturkonstanter. Nu återstår det 

bara att visa att en isomorfi mellan    och    leder till att dessa har samma 

strukturkonstanter. Vi antar att         är en isomorfi. Då    och    är isomorfa vet vi att 

                         . Vi har tidigare visat att detta stämmer då  

           
                 

 

Vi definierar strukturkonstanter: 

           
      

   

 

   

 

               
     

   

 

   

 

Detta ger: 
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Alltså kan    och    vara isomorfa om och endast om strukturkonstanterna är lika för något 

val av bas i respektive Lie-algebra.  

Klassifikation av de låg-dimensionella Lie-algebrorna 

Vi vill veta hur många icke isomorfa Lie-algebror det finns och hur man kan gå tillväga för att 

klassificera dem. För att få en förståelse för detta kommer vi klassificera Lie-algebror av 

dimension 1, 2 och 3. De abelska Lie-algebrorna är lätta att förstå och klassificera. I varje 

dimension går det att definiera en abelsk Lie-algebra där alla Lie-bracketar är lika med noll. 

Detta leder i sin tur till att alla abelska Lie-algebror över samma kropp och av samma 

dimension är isomorfa. Eftersom vi helt och hållet förstår dessa skall vi titta på de icke-

abelska Lie-algebrorna.  

Vi vet att Lie-algebror av olika dimensioner inte kan vara isomorfa. Vi vet även att en Lie-

algebra, L är icke-abelsk då L’ är nollskild och       . Vi vet även att    samt      bevaras 

under isomorfi. Därför kommer vi utgå ifrån dessa egenskaper när vi klassificerar Lie-

algebrorna av dimension 1, 2 och 3. När vi klassificerar dessa Lie-algebror kommer vi i 

samtliga fall att befinner oss över kroppen  . Argumenten som används i följande 

klassificering är hämtade ur    . 

Lie-algebror av dimension 1 

Sats: Varje Lie-algebra av dimension 1 är abelsk. 

Bevis: Vi vet att en sådan Lie-algebra endast består av ett linjärt oberoende element. Vi 

kallar detta element för   och ser omedelbart att varje element i en sådan Lie-algebra måste 

vara en skalär multipel av denna. Låt    och    vara två godtyckliga element i en sådan Lie-

algebra. Vi får då                  . Vilket innebär att en sådan Lie-algebra måste 

vara abelsk.  

Lie-algebror av dimension 2 

Låt oss övergå till fallet då   är en 2-dimensionell icke-abelsk Lie-algebra. Vi vet att    måste 

vara nollskild då detta skall vara en icke-abelsk Lie-algebra. Om       är en bas i   så vet vi 

att    är spannet utav                                  . Detta ger att    måste vara 1-

dimensionell, vilket betyder att       måste vara ett nollskilt element. Vi väljer     som en 

bas i   . 

Då vet vi att                 . Skalären   bidrar inget till strukturen av L, för om vi 

ersätter   med      så får vi        . Vi kan lätt visa att denna struktur uppfyller axiomen 

för en Lie-algebra.  

Sats: Alla 2-dimensionella Lie-algebror över kroppen   är isomorfa med en av dessa Lie-

algebror: 
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1. Den 2-dimensionella abelska Lie algebran. 

2. En Lie-algebra med basen       där Lie-bracketen definieras av: 

                                 

Centrumet för en 2-dimensionell Lie-algebra av denna typ kommer att vara    . Ett exempel 

på en sådan algebra är den linjära algebran med basen 

    
  
  

      
  
  

                   

Vi ser att Lie-algebran definierats korrekt då: 

       
  
  

    ,        
  
  

    , och              . 

Ett godtyckligt element i denna Lie-algebra är    
  
  

            

Lie-algebror av dimension 3 

Då   är 3-dimensionell och en icke-abelsk Lie-algebra vet vi att    är nollskild.    kan antingen 

vara 1-, 2- eller 3-dimensionell. Vi vet även att       . Därför kommer vi att organisera 

klassificerandet av dessa genom att relatera    till        

   är 1-dimensionell och är inkluderad i      

Vi börjar med att anta att L’ är 1-dimensionell och är inkluderad i       Vi vet då att det 

existerar ett nollskilt element     så att           . Vi väljer att utvidga   till en bas i  , 

       . Då   är inkluderat i      vet vi att att                   . Vi vet att L’ är lika 

med spannet av alla kommutatorer av baselement. Alltså får vi: 

                                               

Sats: En 3-dimensionell Lie-algebra där L’ är 1-dimensionell och är inkluderad i Z(L) är alltid 

isomorf med en Lie-algebra, L som har en bas         där                      . En 

sådan Lie-algebra kallas för en Heisenberg algebra och Lie-bracketen definieras av: 

                                

Kommentar: Notera att   kan rationaliserar bort genom att substituera   med     . 

Exempel: Ett exempel på en Heisenberg algebra är Lie-algebran bestående av alla strikt 

övertriangulära 3x3-matriser. Vi väljer basen: 

    
   
   
   

     
   
   
   

     
   
   
   

   



Joel Höglund, 890228-0133 
Examensarbete C, Lie-algebra 
VT13 
 

26 
 

Vi enkelt verifiera att                   . 

   är 1-dimensionell och är inte inkluderad i      

Sats: Vi använder oss av den direkta summan för att konstruera en sådan algebra. Vi kallar 

denna Lie-algebra för  . Låt   vara         där   spänns upp av                  , 

där    är den 2-dimensionella icke-abelska algebran och    är en 1-dimensionell Lie-algebra. 

Då    är abelsk får vi: 

               

Då     är 1-dimensionell vet vi att denna konstruktion uppfyller dimensionskravet på L’. Vi 

vet även att         vilket ger: 

                    

Vilket betyder att    inte är inkluderad i     .  

Bevis: Vi vill visa att en godtycklig Lie-algebra av denna typ är isomorf med den ovan 

beskrivna Lie-algebran. Vi börjar med att välja ett nollskilt element     . Då vi vet att   inte 

är inkluderad i centrumet av   så vet vi att för något     så är        . Vi vet då även att 

  och   är linjärt oberoende då de  annars skulle kunna skrivas som en linjär kombination av 

varandra, vilket skulle innebära att        . Vi minns från den 2-dimensionella Lie-

algebran att            vilket betyder att       måste vara en skalär multipel av  . Vi har 

tidigare visat att om vi ersätter   med en skalär multipel av sig själv så kan vi ordna så att 

       .  

L skulle vara 3-dimensionell vilket betyder att vi måste utvidga       med ett baselement 

som vi kallar w. Då            måste det finnas skalärer a och b så att:  

         och          

Ett av kraven på vår Lie-algebra,   var att    inte skulle vara inkluderad i     . Om L 

innehåller ett nollskilt element        så får   inte existera i           för då kommer    

vara inkluderad i     . För            får vi att:  

                          

                           

När vi väljer                  får vi att        då                Då     vet 

vi att   inte ligger i rummet som spänns upp av   och  . Detta ger att vår 3-dimensionella 

Lie-algebra där    är 1-dimensionell och inte är inkluderad i      måste vara   

                 . Detta stämmer överens med tidigare beskriven Lie-algebra.  
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   är 2-dimensionell 

Nästa steg blir att undersöka en 3-dimensionell Lie-algebra där    är 2-dimensionell. Vi 

kommer att se att det existerar oändligt många icke-isomorfa Lie-algebror av denna typ. Vi 

väljer två linjärt oberoende element i   , låt oss kalla dem       och utvidgar dem till en bas i 

  med  . Vi börjar med att bevisa att    i detta fall alltid är en abelsk Lie algebra.  

Vi vet att                   ; alltså finns det skalärer           så att          

                  . Detta ger: 

                   

                

                   

Vi vet då att matrisen för     med avseende på basen         kan skrivas på formen 

 
   
   
   

  

Vi har i avsnittet om kommutatoralgebra visat att då      leder detta till att          . 

Från vår matris för     ser vi att          . Alltså måste b vara lika med noll. Genom att 

istället titta på matrisen för     kan vi på samma sätt visa att   är lika med noll. Detta ger att 

       . Då       är en bas i    vet vi att varje element i    kan skrivas som en linjär 

kombination av   och  . Då         ger detta att Lie-produkten av två godtyckliga element 

ur    alltid är lika med noll.    är alltså en abelsk Lie-algebra. 

Då                            och         kan vi med det faktum att    skall vara 2-

dimensionell veta att                 måste vara linjärt oberoende. Då               och 

      är en bas i    så vet vi att dessa kan skrivas på formen                      

                . För att denna Lie-algebra skall uppfylla de ursprungliga kraven måste 

alltså                 måste vara linjärt oberoende. Vilket ger oss att           måste 

uppfylla: 

            
  
  

    

Sats: En 3-dimensionell Lie-algebra   med en bas         där    är 2-dimensionell har en Lie-

bracket som definieras av: 

                                           , där 
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Det finns oändligt många ickeisomorfa Lie-algebror av denna typ. Samtidigt som matrisen   

definierar vår Lie-algebra säger den inget om huruvida två Lie-algebror av denna typ är 

isomorfa. Med hjälp av basbyte kan en Lie-algebra av denna typ leda till olika variationer på 

matrisen  . 

   är 3-dimensionell 

Nu återstår det bara att undersöka den/de 3-dimensionella Lie-algebror där även    är 3-

dimensionell. Jag kommer i detta examensarbete att utelämna hur vi går tillväga för att 

definiera dessa Lie-algebror. Istället tänkte jag visa hur en sådan Lie-algebra ser ut och ge ett 

exempel. Det visar sig att alla Lie-algebror   av denna typ är isomorfa och har en bas 

        så att                           . En Lie-algebra av denna typ är 

       . Vi kan visa att L är isomorf med         då vi definerar en linjär avbildning 

            så att: 

      
  
   

  

      
  
  

  

      
  
  

  

Definitionen av en homomorfism ger att denna funktion måste uppfylla: 

                                             

Om L och         har samma strukturkonstanter så vet vi att de är isomorfa.  

            
  
   

   
  
  

  
       

  
  
  

        

            
  
   

   
  
  

  
       

  
  
   

         

            
  
  

   
  
  

  
       

  
  
   

       

Vilket ger L har samma strukturkonstanter som         vilket leder till att          . 

Kort biografi över Sophus Lie 

Följande historik är baserad på      Sophus Lie är känd bland matematiker som grundaren till 

teorin om transformationsgrupper, som kom att bli den moderna teorin om Lie-grupper. 

Hans första matematiska intresse låg inom geometrin och detta intresse kom att följa 

honom genom hela hans karriär. Lie började med sin matematiska forskning först 1868, vid 
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26 års ålder, tre år efter att han slutfört sina universitetsstudier vid universitetet i 

Christiania3. Lie arbetade som aktiv matematiker i endast 30 år men var trots detta oerhört 

produktiv. Om man jämför Lie med andra matematiker, exempelvis Gauss, så var Lie långt 

mer ivrig och benägen att publicera sina upptäckter. Lies sätt att presentera sina teorier var 

inte alltid de mest fördelaktiga och kom därför ofta att bli förstådda utav den matematiska 

allmänheten först genom andra matematikers verk.  

1868 kom Lie över arbeten av J.Poncelet och J.Plücker vilka kom att inspirera honom under 

hela hans matematiska karriär. Båda dessa matematiker hade varit oerhört innovativa. 

Poncelet hade bland annat introducerat de komplexa talen inom den projektiva geometrin. 

Samtidigt hade Plücker i sina arbeten med geometriska figurer varit oerhört nyskapande. 

Han såg inte längre dessa som en samling punkter utan hade börjat studera dessa som 

familjer av linjer, sfärer osv. 1869 publicerade Lie sin första matematiska skrift och sökte i 

samband med detta ett stipendium för att få möjlighet att fortsätta sin forskning ute i 

Europa. Hans önskemål beviljades och han fick därmed möjlighet att besöka Europas 

matematiska huvudstäder. Lie valde att spendera vintern mellan 1869-1870 i Berlin där han 

kom i kontakt med Felix Klein. De kom med tiden att bli mycket goda vänner. Klein hade varit 

en av Plückers studenter och var därför under denna tid mycket intresserad av studier i linje-

geometri. Klein var sju år yngre än Lie men hade trots detta redan blivit tilldelad sin 

doktorstitel. Klein hade en stor talang för att ta in nya idéer och hitta sambandet mellan 

dessa medans Lie var mer intresserad av att utveckla sina egna idéer.  

Våren 1870 reste de båda till Paris där de mötte gruppteoretikern Camille Jordan och 

differentialgeometrikern Gaston Darboux vilket stimulerade dem båda. Under juli månad 

gjorde Lie sin mest kända geometriska upptäckt, något som idag kallas för Lies linje-sfär 

transformation. Strax efter detta bröt det fransk-tyska kriget ut vilket ledde till att Klein blev 

tvungen att återvända till Tyskland. Lie valde istället att under en vandring mellan Paris och 

Italien begrunda sina nya upptäckter. Under denna vandring blev han bland annat tagen för 

spion och lyckades nätt och jämt nå Italien innan tyska soldater omringat Paris. Våren 1871 

spenderade han som stipendiat på universitetet i Christiania och undervisade med jämna 

mellanrum på sitt gamla gymnasium. I juli samma år publicerade han sitt doktorsarbete 

”Über eine Classe geometrischer Transformationen”, vilken handlade om geometriska 

transformationer. Året efter ansökte Lie om en professorstjänst i Lund men blev istället 

erbjuden en professorstjänst på Christianias universitet.  

1873 började Lie rikta in sitt arbete på att systematiskt studera transformationsgrupper, det 

som sedan kom att bli den moderna teorin om Lie-grupper. Lies stora projekt kom att bli att 

studera dessa transformationsgrupper med förhoppning att sedan kunna applicera 

resultatet för att lösa differentialekvationer. Resultatet av dessa studier kom att leda till att 

man kunde reducera det interna studerandet av lokala transformationsgrupper till studier av 

                                                           
3
 Christiania är ett tidigare namn på den norska huvudstaden, Oslo. 
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dess Lie-algebra. Detta restultat är på många sätt en milstolpe inom matematik. Trots att 

Lies plan var att använda dessa resultat för att studera differentialekvationer kom influensen 

av detta att bli mycket större inom andra matematiska fält. Den generella teorin om Lie-

grupper och Lie-algebror har idag växt till ett eget och självständigt matematiskt fält. 

Vid denna tidpunkt var det få matematiker som noterade dessa upptäckter vilket blev en 

besvikelse för Lie. Ett problem låg i att Lie var en syntetisk geometriker i själen samtidigt som 

arbetet tenderade att vara mer åt det analytiska hållet, vilket ledde till att hans presentation 

blev svårtolkad. Mellan åren 1873-1876 arbetade Lie extremt hårt med sina 

transformationsgrupper. Han var fortfarande bitter över att dessa teorier inte fick större 

erkännande. I ett brev till sin vän Adolf Mayer 1884 förklarar Lie sin frustration och 

besvikelse. Han förklarar att denna besvikelse främst beror på att det i många avseenden 

skulle spara tid ifall fler matematiker insåg värdet i dessa teorier.  

Medvetna om Lies isolering i Christiania arrangerade Felix Klein och Adolf Mayer så att Kleins 

dåvarande student, Friedrich Engel, förflyttas till Christiania för att avlasta Lie. Samarbetet 

mellan dem visade sig vara lyckat. Lie ansåg att Engel var en perfekt samarbetspartner och 

bestämde sig därför att detta var rätt tidpunkt att fullständigt publicera teorierna kring 

transformationsgrupper. Lie och Engel träffades varje dag och arbetade på detta projekt. 

Arbetet var uppdelat så att Lie skissade strukturen på varje avsnitt för att sedan diskutera 

innehållet mer i detalj. Engel fick sedan uppgiften att i detalj slutföra arbetet. Detta projekt 

pågick i nio år och ledde till tre böcker som publicerades mellan åren 1888-1893 (se    ). 

1886 blev Lie erbjuden en professorstjänst i Leipzig som efterträdare till Felix Klein som själv 

blivit erbjuden en tjänst i Göttingen. Tjänsten i Liepzig ledde till fler förpliktelser än den 

tidigare tjänsten i Christiania. Detta ledde till att Lie 1889 blev överarbetad och fick spendera 

flera månader på ett sanatorium i Hannover. Sommaren 1890 hade Lies hälsa förbättrats 

vilket ledde till att han återvände till universitetet i Leipzig. Lie visade sig dock vara en 

förändrad man. Engel har i efterhand beskrivit hur Lie hade förändrats till en ängslig och 

lättstött person. En person som kom att bli svår att hantera även för de närmaste vännerna. 

Det visade sig att Lie hade drabbats av en sjukdom som ledde till att han inte kunde ta upp 

vitaminen    . Det fanns under denna tid inget botemedel för detta. Dessa faktorer 

tillsammans med det faktum att Lie hade en enorm hemlängtan ledde till att Lies relation 

med Engel och Klein försämrades, vilket bland annat ledde till att Lie och Engels samarbete 

kring ytterligare en bok avbröts.  

1892 spenderade Lie sex månader i Paris där han bland annat träffade Élie Cartan. Det var 

under den tid som Cartan arbetade på klassificeringen av de enkla Lie-algebrorna, vilket vi 

kommer återkomma till i nästa avsnitt. 1896 erbjuds Lie återigen en tjänst vid Christianias 

universitet vilken han tackar ja till först 1898. Hans förklarar att hans tänkta litterära planer 

kommer kräva flera års arbete och att Christiania därför vore bäst för hans hälsa. Efter 

återkomsten försämras hans hälsa snabbt och han dör den 18 februari 1899. 
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Utvecklingen av teorin om Lie-grupper/Lie-algebra 

Följande historik är baserad på     och    . 1873 bestämde sig Lie för att skapa en teori för 

ändligt-dimensionella och kontinuerliga transformationsgrupper, i modern mening Lie-

grupper och hur dessa verkade på olika mångfalder över det n-dimensionella vektorrummet. 

Lies idé var att försöka titta på denna gruppverkan infinitesimalt. Det var genom detta 

arbete som han började introducera den matematiska apparat som sedan kom att bli hans 

teori för ändligt dimensionella transformationsgrupper. Denna gruppverkan ger i det 

generella fallet upphov till det vi idag kallar för en Lie-algebra. Det kanske enklaste exemplet 

är när en lokal Lie-grupp gruppverkar på sig själv genom höger- eller vänster-translateringar, 

vilket ger oss Lie-algebran för gruppen. Lie-algebran är ett vektorrum och är därför lättare 

att hantera än gruppen i sig. 

Lie hade insett att det existerar en begränsad mängd transformationsgrupper om man ser till 

isomorfin mellan dem. Lies idé var att klassificera dessa grupper genom att studera hur 

dessa verkade infinitesimalt. Willhelm Killing (1847-1923) ansåg dock att man först borde 

klassificera algebrorna som dessa gav upphov till, dvs. det vi idag kallar ändligt-dimensionella 

Lie-algebror. Framsteg utav Killing, Lie och Friedrich Engel (1861-1941) ledde med tiden till 

att det blev allt tydligare att en klassificering av det vi idag kallar de enkla Lie-algebrorna var 

nödvändig.  

Killing arbetade i många år med att klassificera de enkla Lie-algebrorna över kroppen  . 

Killings resultat publiceras mellan åren 1888-1890, i ”Mathematische Annalen” (se    ). Hans 

bevis var i många fall ofullständiga men trots detta lyckades han komma fram till ett 

häpnadsväckande resultat. Alla enkla Lie-algebror var isomorfa med Lie-algebrorna som 

härstammade från de linjära, ortagonala samt symplektiska grupperna, vilka vi redogjort för 

under rubriken ”De enkla Lie-algebrorna”. Problemet löstes några år senare fullständigt av 

Élie Cartan (1869-1951). Genom att studera Killings bevis och lägga till nya innovativa idéer 

lyckades han 1894 klassificera de enkla Lie algebrorna under den så kallade Cartan-Killing 

formen. Om du vill titta närmare på detta bevis så går detta att finna under referens    . 

Detta var ett oerhört rigoröst teorem som kom att bli en 1800-talets största upptäckter inom 

algebra.  

De enkla Lie-algebrorna är som vi tidigare nämnt isomorfa med någon av dessa fyra familjer: 

            

Dessa korresponderar emot följande Lie-algebror: 

                                       

Utöver dessa existerar det fem undantag                    med dimensionerna 78, 133, 

248, 52, samt 14. För mer information om de enkla Lie-algebrorna se    . 
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Kopplingen mellan de transformationsgrupper Lie studerade och det vi i modern mening 

benämner Lie-grupper och dess Lie algebra var till en början en aning problematisk. Man 

studerade som vi tidigare nämnt dessa gruppers verkan på olika mångfalder infinitesimalt, 

vilket ger upphov till gruppens Lie-algebra. Det var till en början komplicerat att hantera 

dessa på en global nivå. Bland annat kunde denna generalisering leda till en krympande 

topologisk omgivning kring gruppens identitetselement. Detta problem löstes först 1946 av 

Claude Chevalley (1909-1984), vilket ledde till en alltmer rigorös teori kring Lie-algebror  

Teorin för Lie-algebror har sitt ursprung i Lies teori för transformationsgrupper. Den ovan 

beskrivna historiken visar dock att vi inte bör betrakta Lie som ensam utvecklare av det vi 

idag kallar för Lie-algebra. Detta är ett matematiskt fält som med hjälp av många stora 

matematiker kommit att bli ett oerhört viktigt och självständigt matematiskt fält. 
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