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1 Introduktion

John H. Conway, frdn Cambridge University uppfann de surreella talen 1969 med
avsikten att beskriva olika aspekter av spelteori, men sjalvaste termen “surreal numbers”
introducerade av Donald Knuth, som &r en datavetare fran Standford University. Det var
en dag ar 1972 da Knuth och Conway tréaffades for att dta lunch som Knuth larde sig om
Conways nya system att konstruera tal. Detta ledde till att Knuth skrev novellen Surreal
Numbers: How Two Ex-Students Turned on to Pure Mathematics and Found Total
Hapiness, publicerades 1974, som handlar om den unga mannen Bill och den unga
kvinnan Alice som ar pa en romantisk resa pa en isolerad 6 i Indiska oceanen. Dar
finner de en uraldrig sten med beskrivningar av tal och tillsammans utforskar de texten
och bygger upp Conways talsystem. Novellen hade inte bara avsikten att lara ut
Conways teori, dven att ldra ut hur man kan g tillvaga for att utveckla en sadan teori.t
Pa den urdldriga stenen fann Bill och Alice en inristad text som beskriver Conways

tva regler och skapelsen av de forsta surreella talen:

“In the beginning, everything was a void, and J. H. W. H. Conway began to create numbers.
Conway said, “Let there be two rules which bring forth all numbers large and small. This
shall be the first rule: Every number corresponds to two sets of previously created numbers,
such that no member of the left set is greater than or equal of any number of the right set.
And the second rule shall be this: One number is less than or equal to another number if
and only if no member of the first number’s left set is greater than or equal to the second
number’s right set is less than or equal to the first number.” ... And the first number was
created from the void left set and void right set. Conway called this number “zero”, and
said that it shall be a sign to separate positive numbers from negative numbers. Conway
proved that zero was less than or equal to zero, and he saw that it was good. And the
evening and the morning were the day of zero. On the next day, two more numbers were
created, one with zero as its left set and one with zero as its right set. And Conway called
the former number “one”, and the latter called “minus one”. And he proved that minus
one is less than but not equal to zero and zero is less than but not equal to one. And the

. » 2
evening ...

! Donald Knuth, Surreal Numbers How two ex-students turned on to pure mathematics and found total

happiness, Tillganglig http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/sn.html, (H&mtad 2015-04-14).

2 Donald Knuth, Surreal Numbers: How two ex-students turned on to pure mathematics and found total

happiness, Massachusetts: Addison-Wesley, 1974, ss. 6-7.


http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/sn.html

Enligt Conways tva regler sa kan vi fran barjan nar vi har ingenting skapa talet 0, vilket
har en tom vanster mangd och en tom hoger mangd. Har infors dven konceptet ’dag”
vilket vi sdger att "talet 0 skapades dag 0”. Nasta dag, dag 1, sa kan vi skapa nya tal
genom att satta 0 i den vanstra mangden for det ena talet och satta O i den hogra
méangden for det andra talet, och under dag 2 sa kan vi skapa flera tal fran de tidigare
skapade talen och sa vidare. Pa detta sétt sa skapades alla surreella tal och till varije tal
kan vi associera till den dag talet skapades.®

Conways forsta regel &r beskriver definitionen for ett surreellt tal:

Definition 1: Ett surreellt tal &r ett par av mangder fran tidigare skapade surreella tal.
Médingderna dr kinda som “den vinstra médngden” och “den hégra médngden”. Inget
element i den hogra mangden far vara mindre eller lika med nagot element i den

véanstra mangden.*

Om x &r ett surreellt tal kan vi skriva x = {X. | Xr} och enligt definition 1 s& medfor
det att

VXLEXLVY XRE XR:XR £ XL (1.2)

Att skriva tal med notationen x = {X. | Xr} &r nagot som den tyska matematikern
Richard Dedekind inforde nar han konstruera de reella talen fran de rationella talen.
Hans metod var att dela in de rationella talen i tva mangder: L och R, sa att inget tal i L
ar storre an nagot tal i R och han definierade de nya talet som {L | R}.>

Om (1.1) uppfylls s& innebar det att den vanstra méangden och den hogra méangden ar
valformat par av mangder.

Conways andra regel beskriver definitionen for ett vélformat surreellt tal:

Definition 2: Ett surreellt tal x & mindre eller lika med ett surreellt tal y om och endast
om y ar mindre eller lika med inget element av x:s vanstra mangd, och inget element i

y:s hdgra mangd ar mindre eller lika med x.°

Vilket vi kan skriva definition 2 som:

3 Knuth, 1974, s.11.

4 Claus Tendering, Surreal Numbers — An Introduction, 2005, s. 6, Tillganglig
http://www.tondering.dk/claus/surl6.pdf (Hdmtad 2015-04-14).

5 J. H. Conway, On Numbers and Games, London: Academic Press Inc. Ltd., 1976, s. 3.
® Tandering, 2005, s.7.



http://www.tondering.dk/claus/sur16.pdf

X<y -3 x,E Xp: y<XLA-3 yrE Yr: yr<X’ (1.2)

| arbetet kommer vi hénvisa till definition 2 om och om igen nér vi arbetar med bevis
for olika antaganden for surreella tal. 1 en del av bevisen kommer definitionen 2

motsatta definition vara anvandbart:®
Xty Ix €X: y<XLV 3 Yre Yr: yr<X (1.3)

De surreella talen &r en fullstandig ordnade talkropp for viss addition, multiplikation
och ordning, och det ar den storsta ordnade talkroppen i den meningen att den innehaller
en isomorfisk kopia utav alla ordnade talkroppar. Sarskilt kommer de surreella talen
innefatta en identifierbar delmangd som har en isomorfism med de reella talen.
Dessutom kommer de surreella talen innehalla Cantors oandliga ordinaltal och
infinitesimaler, vilket medfor att de surreella talen inte har en arkimedisk egenskap. |
texten kommer vi titta pa olika konstruktioner av surreella tal, titta pa nagra
grundlaggande egenskaper hos surreella tal, bertra en del av de satser som visar att de
surreella talen bildar en ordnad talkropp och introducera kort om hur de surreella talen
kan anvandas for att analysera spelet Hackenbush.® Om lésaren vill l4sa mer ingéende
om surreella tal sa hanvisar vi till Philip Ehrlichs The Absolute Arithmetic Continuum
and The Unification of All Numbers Great and Small (2012).

2 De forsta surreella talen

Som vi namnde i citatet fran Donald Knuths Surreal Numbers: How Two Ex-
Students Turned on to Pure Mathematics and Found Total Hapiness sa tankte sig
Conway att de surreella talen skapades under successiva dagar, sadan att vid dag n sa
skapades alla tal {L | R} dé&r varje element i den vanstra méngden och den hogra
mangden hade skapats fran tidigare dagar. Det forsta surreella talet skapades da fran den
forsta dagen, namligen dag 0. Sa de surreella talens skapelseberattelse borjar fran den
“nollte dagen” och sen nasta dag, dag 1, sa skapades talen — 1 och 1 och sa vidare. Detta

illustrerade Conway med ett taltrdd i Numbers and Games (1976) (se figur 1 nedan).°

" Tendering, 2005, s.8.

8 Tendering, 2005, s.15.

® Bela Bajnok, An Invitation to Abstract Mathematics, New York: Springer New York Heidelberg
Dordrecht London, 2013 s.343.

10 Conway, 1977, s.10.
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Figur 1. Conways representation av taltradet for surreella tal.
Kélla: Numbers and Games (1976).

| Conways Number and Games (1976) sa forklarar Conway innebdrden av taltradet:

“Each node of the tree has two “children”, namely the first later numbers born just to the
left and right of it. We guess that on the n’th day the extreme numbers to be born are n and
—n, and that each other number is the arithmetic mean of the numbers of the left and right
of it. Happily, of course, this turns out to be the case. Supposing all this, we know all
numbers born on finite days !

Conway anvénder sig av ordet “’children” nér han hénvisar till de tal som skapas at
vanster och hoger om noderna i tradet. Vilket medfor att alla element i den vénstra och
hdgra mangden i ett surreellt tal &r foréldrar” till talet. FOr vilket surreellt tal som helst
kan du ga tillbaka genom dess foraldrar, och genom dess foraldrars foraldrar och sa

vidare, tills du nar det ursprungliga surreella talet 0.

2.1 Dag0

Det forsta talet konstrueras genom att lata den vanstra mangden vara tom och hogra
méangden vara tom. Vi skriver den tomma mangden med beteckningen @, alltsa det
forsta surreella talet &r {@ | @}. En annan beteckning for tomma méngden &r att skriva
{ } istéllet for @, vilket vi skriver det surreella talet som { | }. { | } upfyller definition 1
da bade den vanstra mangden och den hégra mangden ar tomma mangder. Alltsa det

finns inget element som kan strida emot definitionen.

11 Conway, 1977, ss.11-12.



{ | } ar identiskt med noll och betecknas med 0:

{I}=0 (2.1)

Nar vi skriver = for att beteckna att en relation mellan tva tal sa innebar att dessa ar
identiska. Allts, att skriva 0 innebar att det ar ett annat satt att skriva { | }.12

Vi bevisar att { | } uppfyller definition 2:

{13={l} (2.2)

Bevis: Enligt definition 2 ar (2.2) sant om féljande pastaende &r sant:
{1}<{|}eTxed: {|}<xuA-TFyre@ :yr<{|} (2.3)

Pastaende bevisar sig sjalv eftersom att det inte kan existera element i den tomma

mangden. Med den meningen kan vi med all sakerhet séga att bada pastaenden i (2.3) ar

sanna. Vi har alltsa bevisat att 0 < 0. 13 O

2.2 Dagl

Fran det forsta surreella talet sa kan vi konstruera nya tal genom att lata 0 och @ vara en
del av mangden L eller R for de nya surreella talen. Vi far tre fall: {0 |}, { | 0} och

{003

{0 | 0} uppfyller inte definition 1 eftersom 0 < 0. Vilket medfor att {0 | 0} inte ett
surreellt tal, det ar ett sa kallat pseudo-tal. {0 | } och { | 0} sa uppfyller definitionen da
den tomma mangden har inga element som kan strida emot villkoret. {O | } och { | 0} &r

identiska med 1 och respektive — 1:14
{0]3=1 2.4)
{10}=-1 25)
Vi visar att definition 2 géller for vdra tal. Vi vill bevisa:
{11 ={0]} (2.6)

Bevis: Enligt definition 2 &r (2.6) sant om foljande pastaende ar sant:

12 Tgndering, 2005, s.7.
13 Tgndering, 2005, s.8.
4 Conway, 1977, s.7.



{1} <{0|}e-I3xe@: {0|}<xeA-Fyre@:yr<{|} 2.7)

Enligt samma argument som tidigare sa saknar den tomma méangden element.

Sa (2.7) ar trivialt sant.®® O

Vi vill dven bevisa:

01}y={l} (2.8)

Bevis: Enligt definition 2 &r (2.8) sant om féljande pastaende ar sant:
01}<{|}=3xe{0}:{|}<xVvIypreB:yr={0]} (2.9)
3 x. € {0} : {| } <xué&rsant eftersom { | } <0, vilket vi konstaterade i (1.4). O

Vi vill dessutom bevisa:
{013=<{0} (2.10)
Bevis: Enligt definition 2 &r (2.10) ar sant om foljande pastaende &r sant:
{01}<{0|}=-3xe{0}:{0|}<xLA-TyreD:yr<{0]} (2.12)

-3 x, € {0} : {0 |} < x. &r sant eftersom vi bevisade tidigare att {0 | } & 0 &r sant.

-3 yr€ @ :yr< {0} ar trivialt sant eftersom den tomma mangden saknar element.® [
Nu foljer det att om x och y &r surreella tal s3 medfér det att om
X<YAYy<X&SX=y (2.12)
och om
X<YAYyE XS X<y (2.13)
Fran det vi bevisade i (2.6), (2.8) och (2.10) sa medfor det att
{1}<{0]} (2.14)
{013={0[} (2.15)
vilket &r samma som att skriva (2.13) och (2.14) som

0<1 (2.16)

15 Tegndering, 2005, s.8.
16 Tgndering, 2005, s.9.



1=1

(2.17)

Genom samma metod, (1.15) och (1.16) kan vi bevisa de resterande relationerna

mellan vara tre surreella tal:

{1}3=A1}
{10y<{1}
{10}={|0}
{10} <{0]}
vilket &r samma som att skriva (2.18), (2.19), (2.20) och (2.21) som ¥/
0=0

-1<0

2.3 Dag?

(2.18)
(2.19)
(2.20)

(2.21)

(2.22)
(2.23)
(2.24)

(2.25)

Utifran talen — 1, 0 och 1 sa har vi massor av olika mangder att arbeta med: { }, {-1},
{0} {1}, {-1,0}, {-1,1}, {0,1} och {-1,0,1}. Utgaende fran dessa kan vi konstruera totalt

18 valformade surreella tal. Namligen: { |}, {-1 |}, {|-1}, {1}, {|1},.{-1,0]|},

{-1'0}, { | '11 O}, {O, 1|}! {0 | 1}1 {lo! 1}! {'11 1|}1 {'1|}! {'1’ 1|}! {'11 01 1|}!

{-1,0[1}, {-1]0,1} och {|-1,0, 1}.18

Genom att anvanda samma metod som tidigare kan vi bevisa att
{01}<{11}
{1}<{0]1}
{011}<{0]}

{1 |} och {0 | 1} &r identiska med 2 och respektive %:

{11}=2

1" Tegndering, 2005, s.10.
18 Conway, 1977, s.8.

(2.26)
(2.27)

(2.28)

(2.29)



{0]1}=;

Vi kan skriva (2.26), (2.27) och (2.28) som

1<2
0<=
Vi kan dessutom bevisa
{I-1}<{0]}
{110} <{l}
{10} <{-1]0}

Dér {| -1} och {— 1| 0} &r identiska med — 2 och respektive — %:

{I-13=-2
1
{-110}=-1
Vi kan da skriva (2.34), (2.35) och (2.36) som
-2<1
- % <0

1
1< =
2

Nu finns det jamlikheter mellan dessa surreella tal. Vi undersdker foljande

pastaende:

{11={-11}

Bevis: Enligt definition 2 ar (2.42) sant om féljande pastaende &r sant:

{(I}<{-1|}eo-3xe@:{~1|}<x.A-3yreD: yr<{|}

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)
(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

-3x-e@:{-1|}och-3 yre @: yr<{|} ar trivialt sanna eftersom den tomma

mangden saknar element.

Vi undersoker féljande pastaende:

O



{11r={l} (2.44)
Bevis: Enligt definition 2 &r (2.44) sant om féljande pastaende ar sant:
Fli}s{l1}eTFxel-1}:{|}<xuA-TFyre@:yr<{-1|} (2.45)
-3 x,€ {—1}:{| }<xLé&rsanteftersomO0 £ —1 och yre @: yr<{- 1|} dr trivialt

sant eftersom den tomma méngden saknar element. O

Vi har bevisat att

{r=411} (2.46)

{ |} och {- 1|} har samma varde, nd&mligen 0. Dock &r det inkorrekt att anvanda =
for att forklara relationen mellan dessa tva tal eftersom de inte &r identiska. De ar endast
tvé olika representanter till talet 0.2 Genom samma metod kan vi finna flera relationer

mellan dessa tal.?° Vi erhaller nizmligen relationerna:

—2={[-1}={[-10}={[-11}={|-1,0,1} (2.47)
-1={10}={]0,1} (2.48)
—s={-110}={-1]0,1} (2.49)
0={|}={-11}={I1}={1]1} (2.50)
~={0[1}={-1,0]1} (2.51)
1={0]}={1,0]} (2.52)
2={11}={0,11}={-1,11}={-1,0,1]} (2.53)

2.4 Och sa vidare

1

Vi ké&nner nu till de surreella talen —2, -1, — > 0, % 1 och 2. Som vi gjorde tidigare kan

vi konstruera surreella tal utifran dessa och sen flera surreella tal utifran de nya och sa
vidare. Nu foljer konstruktionen av surreella tal ett unikt monster. Betrakta nu de forsta

dagarna i surreella talens skapelseberéttelse.

¥ Tendering, 2005, s.11.
20 Conway, 1977, s.8.
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Under dag 0 skapades det forsta surreella talet O:
0
Under dag 1 skapades talen — 1 och 1 och vi har talen:

-1,0,1

Under dag 2 skapades talen — 2, — % % och 2 och vi har talen:
_21_1’_1’ 0’11 1! 2
2 2

Har ser vi monstret. For varje dag sa skapas nya tal som ligger mellan tidigare skapade
tal, och ett nytt tal vanster om det minsta talet och ett nytt tal hoger om det storsta talet.
Genom att titta pa monstret kan vi da forutsaga att under dag 3 skulle foljande surreella

tal skapas: — 3, — 1%, - Z, - %, i, Z, 1% och 3. Vilket skulle ge oss antalet tal under dag 3:%
_31_2!_111_11_5’_1’_1’ 0’ l! l’ E! 1! 11! 2! 3
2 4 2 4 42 4 2

3 Grundlaggande satser for surreella tal

Sats 1: Om x &r ett surreellt tal s& &r x < x.%?

Bevis: Vi har tidigare visat att 0 <0 och vi gor antagandet att satsen &r sann for
foréaldrarna till x, dvs. for alla element i X och Xr. Enligt definition 2 &r sats 1 sant om

foljande pastaende ar sant:
X<XE 3 x,E XL XSXLA-TXRE XR I XR <X (3.2)

-3 x, € X : X < X kréaver att vi ska bevisa att x < xi, for nagot element x i X.. Enligt

definition 2 ska vi bevisa:
XEXL S I XLE XL XLSX VIAXRE XIR I XLR <X (3.2

Vi har antagit att satsen galler for x foraldrar sa om x. = x.” medfor det att x. < x_ ar

sann och da ar forsta halvan 3 xz € X, : x. < XL sann.

21 Tgndering, 2005, s.22.
22 Conway, 1977, 5.16
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Andra halvan av (3.1) kraver att vi ska bevisa xg < X, for nagot element Xz i Xr.

Enligt definition 2 ska vi bevisa
XREXES T XRLE XRL: X<XRLV I XRE XR : XR* < XR (3.3)

Som tidigare sa hade vi antagit att satsen galler for x foraldrar vilket medfor att om
XR® = Xr S3 ar I XrE Xg : Xr < Xr SANN.

Vi har nu bevisat att bada delarna av pastaendet ar sant.?3 O

Sats 2: Lat 4, A’, B och B’ vara mdéingder av surreella tal, ldt a1, az, as, ... vara element
till A, l1ata1’, a2’ as’, ... vara element till A’, ldt b1, b2, bs, ... vara element till B och It
b1’ b2’ b3’, ... vara element till B’. Om A och A’ har samma antal element och ai< aj’,

for alla i, och B och B’ har samma antal element och b;< b;’, for alla j da galler
{AlB}Y=<{A"|B}* (34)
Bevis: Enligt definition 2 sa ar (3.4) sant om foljande pastaende &r sant
{A|BI<{A'|B} @ -3acA: {A|B}<an-3b'€B :b’<{A|B} (35)

For att bevisa -3 a€ A : {A’ | B’} utfor vi ett motségelsebevis genom att bevisa att
det motsatta ar falsk. Vi antaratt 3 a€ A : {A’ | B’} <a. Enligt definition 2 galler det
att:

{A’|B’}<ae-Ja€ed’:a<a’'A-JaR€EAR:arR=<{4’|B} (3.6)

dar ar &r element av Ar vilket &r den hogra mangden av a som &r i sin tur ar ett element
av A.

-3 a€ A’ :a<a’arnu falsk eftersom oavsett vilket a vi viljer sa sager definitionen
for A och 4’ att a<a’, vilket detta da medfor att (3.6) ar falsk och
-3a€A:{A’|B’} <ai(3.5) ar da sann.

Pa liknande satt bevisar vi att den andra halvan av (3.5) &r sann genom att bevisa att
motsatsen ar falsk. Viantaratt 3 »’€ B’ : b’ < {A | B}. Enligt definition 2 géller det att:

b’<{A|B} o -3bLeB’L:{A|B} <b A-3beEB:b<b’ (3.7)

dar b’ ar element av B’ vilket r den vanstra mangden av b’ som i sin tur &r ett element

av B’.

2 Tandering, 2005, s.16.
24 Tgndering, 2005, s.16.
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Har ar -3 b € B : b <b’ falsk eftersom oavsett vilket b vi véljer sa sager definitionen
forBoch B atth<b’.

Vilket detta medfor att (3.5) ar sann.?® O

Sats 3: Ett surrellt tal {A | B} ar storre &n alla element a i vanstra mangden A och

mindre an alla element b av hdgra méngden B.
vacA:a<{A|B}AVbeB:{A|B}<b® (3.8)

Bevis: Vi undersoker Vva e A:a<{A|B}.

Nu medfor det att om
a<{A|B}A{A|B}ta<=a<{A|B} (3.9)
Vilket medfor att vVa e A:a<{A|B} arekvivalent med
vaeA:a<{A|B}AavaceA:{A|B}£a (3.10)

Vivill visaatt vV a € A : a<{A| B}. Enligt definition 2 s medfér detattva€ A: a

< {A | B} ar ekvivalent med
-JaL€AL:{A|B}<a.A-3beB:b<a (3.12)

a_ ar element av Ay, vilket dr den vanstra mangden av a vilket i sin tur &r ett element av
A.

Vi kan redan séga hdr att -3 b € B: b < a &r sann eftersom {A | B} dr ett valformat
surreellt tal s& enligt definition 1 sa finns det inget element i B som ér storre eller lika
med nagot element i A. Alltsa, for att visa att (3.11) &r sann behover vi endast visa att
-JaLeAL:{A|B}<aL

Som tur & -3 aL € AL: {A | B} <a. ekvivalent med
VareAL:{A|B} £a. (3.12)

Enligt motsatta definitionen till definition 2 sa ar v a. € A_: {A | B} < ai ekvivalent

med

VaLeAL:(3a’eA:a. <a’vIar€Awr:ar <{A|B}) (3.13)

% Tgndering, 2005, ss.16-17.
% Tgndering, 2005, s.17.

13



Vi behOver endast visa att V a. € AL: (3a€ A : aL <a) &r sann och detta gor vi
genom att lata e’ = a vilket ger oss V aL € AL: (3a€A:aL <a). Detta ar ett identiska
pastaende som vi angav i (3.8), namligen vV a € A : a< {A| B}. Vad vi menar &r att a, &r
foraldrar till a och som i sin tur ar foraldrar till {A | B}. Sa i jamforelse mellan dessa ar
den enda skillnaden &r att i det senare avseendet sa har a bytts ut mot foraldern a.
Genom induktion kan vi da dra slutsatsen att vV a € A : a < {A | B} ar sann om den &r
sann for ett surrellt tal vars vénstra mangd &r den tomma méngden.

For att visa att vV a € A : {A | B} < a fran (3.10) &r sann sa vet vi enligt definition 2
attvaeA: {A|B} « aérekvivalent med

Ja’€A:a<a’viar€Ar:ar < {A|B} (3.14)

Vi behover endast visa att 3 ¢’ € A : a <a’och det gor vi genom att lataa=a’,
vilket medfor att 3 a € A : a <a och som vi vet fran sats 1 &r sann.

Vi har nu bevisat att (3.10) &r sann vilket medfor att Vv a € A:a < {A|B} ar sann.

v b € B: {A|B} < b bevisas pa liknande stt.?’ O

Nésta sats s& kommer vi anvanda oss av booleska funktioner. En boolesk funktion ar
en funktion f (X1, X2, X3, ...) av variablerna X1, X2, X3, ... Som kan antingen anta vérdet 1

eller 0 om de ar sanna eller falska.?®
Sats 4: x<yAy<z= x<7%
Bevis: Vi gor antagandet att satsen ar falsk. Alltsa det existerar surreella tal sadan att
X<YAYy<ZAx%£zZ (3.15)
Vi definierar var booleska funktion som
f(X,y,2) ©X<YyAYy<ZIAx%1Z (3.16)

dvs. om f (x, y, z) &r sann sa ar (3.15) sann.

Fran definition 2 sa vet vi att (3.15) ar sann om féljande pastaenden &r sanna:

—IAXLEXLIYSXL (3.17)

2" Tgndering, 2005, ss.17-18.

28 Anders Bjorner, Kimmo Eriksson, ”Boolesk Algebra och Booleska Funktioner” Tillginglig:
https://people.kth.se/~boij/5B1118/Material/Boole.pdf, 2010, (hdmtad 2015-04-26)

2 Conway, 1977, s.16.
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—-IyLEYLIZLSYL (3.18)

~3YrR EYR:IYR<X (3.19)
3 ZREZR:ZRLY (3.20)
AXLEXL:ZEXLVIZREZRIZREX (3.21)

Enligt definition vet vi att (3.17) &r ekvivalent med
VXLEXLIY £ XL (3.22)

Genom att anta att 3 x, € X : z <x_ i (3.21) &r sann sa kan vi anvanda samma X i

(3.22) med (3.21) vanstra halva och kombinera detta med y < z fran (3.15) far vi
Y<SZAZSXLAY F XU (3.23)

Vilket &r ekvivalent med den booleska funktionen f (y, z, x.)
Vi vet att (3.20) &r ekvivalent med
VIREZR:IREY (3.24)

Genom att anta att 3 zr € Zgr: zr < X i (3.21) &r sann sa kan vi anvanda samma zr i (3.24)

med (3.21) hogra halva och kombinera detta med x <y fran (3.15) sa far vi
IREXAXSYAZREY (3.25)
vilket ar ekvivalent med den booleska funktionen f (zg, X, y). Detta medfor da att
f(x,y,2)=23aAx e€X:f(y,z,x))VIZRE Zr: T (zr, X, ¥) (3.26)

Nu foljer det att bade x. och zg ar foraldrar till x och respektive z. Vi kan alltsa skriva

om f (x, y, z) med x och z foraldrar tills vi tillslut nar { | }, vilket motsager vart

pastdende i (3.26) eftersom { | } saknar foréaldrar. Allts& maste sats 4 vara sann.* O

Sats5:x £y =>y<x¥

Bevis: Enligt definition 2 sa &r x < y sann om nagot av féljande pastaenden ar sanna
Ax,EXL: y< XL (3.27)

3 YRE Yr: yR< X (3.28)

% Tgndering, 2005, ss.18-19.
31 Tgndering, 2005, s.19.
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Vi antar att (3.27) &r sann och da kan vi hitta x,_ sadan att y< x.. Vi vet fran sats 2 att
XL < x och med sats 4 vet vi att y < x.

Vi antar att (3.28) ar sann och da kan vi hitta yr sadan att yz< x. Vi vet fran sats 2 att

y < yroch med sats 4 vet vi atty < x.* O
Sats6: X <yAy<z=x<z®

Bevis: Vi gor antagandet att satsen ar falsk. Alltsa det existerar surreella tal sadan att

X<YAY<ZAX<£Z (3.29)

vilket ar ekvivalent med
YEXAZELEYANZSX (3.30)

Enligt sats 5 vet vi att
YEX2D2YL£ZVZ£X (3.31)

Inséttning av (3.31) i (3.29) ger
(YEZVZEX)AZLYAZSX (3.32)

Vilket ar en motsagelse eftersom det ar omajligt att y < z och z « y. Sats 6 maste

vara sann.®* O

Sats 7: For ett surreellt tal x = {X. | Xr} kan vi eliminera vilken som helst av elementen
i XL, forutom det storsta elementet, utan att x &ndrar varde. Likadant kan vi eliminera

vilket element som helst i Xgr, forutom det minsta elementet, utan att x &ndrar varde.%®

Bevis: Vi bevisar forst att vi kan eliminera element i X, forutom det storsta elementet,
utan att x andrar vérde.
Vi antar att X = {X1, X2, X3... | Xr} och att x1 < x2. Vi vill bevisa att

{X2, X3, Xa ... | Xg} = {X1, X2, Xa... | Xr}. Alltsa, enligt definition, vill vi bevisa:

{x2, X3, Xa ... | Xr} < {1, X2, X3... | Xr} (3.33)

32 Tgndering, 2005, s.20.
3 Tandering, 2005, s.20.
% Tandering, 2005, s.20.
35 Tgndering, 2005, s.20.
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{X1, X2, X3... | Xp} < {X2, X3, X4 ... | Xr} (3.34)

Vi later nu a och a’vara ett element i X, och b och 5’ element i Xg. Enligt definition
2 for (3.33) och (3.34) ska vi alltsa bevisa:

-3 a € {xy, X2, X3...} : {X2, X3, Xa ... | Xp} < a (3.35)
-3b e Xr:b<{xy, X2, Xs... | Xr} (3.36)

-3 a’ € {X1, X2, X3...} : {X1, X2, X3... | Xp} < a’ (3.37)
~3b EXR:b < {X2, X3, X4 ... | Xr} (3.38)

(3.36), (3.37) och (3.38) foljer direkt fran vad vi visade i sats 3.

(3.35) ar ekvivalent med
Vae{X, X, X3...} ra<{Xe, X3, X4 ... | Xp} (3.39)

Endast det varde pa x som vi vill undersoka ar fallet da x1 = a. Fran sats 3 vet vi att

X2 < {X2, X3, X4 ... | Xr} och eftersom x; = a < x2. S enligt sats 6
X1< X2 A X2 < {X2, X3, X4 ... | Xr} = X1 < {X2, X3, X4 ... | Xr} (3.40)

Vilket vi skulle bevisa. Pa liknande satt kan vi bevisa att vi kan eliminera vilket

element som helst i Xg, forutom det minsta elementet, utan att x &ndrar varde.3® O

Sats 8: Om ett surrellt tal x ar storre &n alla element i mangden A och mindre an alla

element i mangden B da ar x = {X., A | X, B}:
A<x<B=x={X,A|Xr B} (3.41)
Bevis: Enligt definition ska vi bevisa
X< {X., A| Xr, B} (3.42)
{XL, A | Xr, B} <x (3.43)
Vilket innebér att vi ska bevisa foljande fyra pastaenden:
~Ixe € XL XL, A Xr, B} <xu (3.44)

-3 EXrRUB: <X (3.45)

% Tandering, 2005, s.20.
37 Tgndering, 2005, s.21.
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-Fa€XLUA:XZa (3.46)
=3 Xr € Xr: Xr < {XL, A | Xr, B} (3.47)
Nu foljer det att (3.44), (3.45), (3.46) och (3.47) &r sanna enligt sats 3.3 O
Exempel: Vi vet sen tidigare att —1 <0 < 1 och att 0 = { | }, fran sats 8 (3.41) foljer det
atto={-1|1}.
4 Addition
Definition 3: Om x och y &r tva surreella tal sa ar
X+y={XL+Y, X+ Y| Xr+Y, X+ YR} (4.1)
Exempel 2: Vi har de surreellatalen {0|}=1och{1|}=2daar
1+2={0+2,1+0 |0 +2,1+ 3} (4.2)
Vi vet att { | } = 0 och enligt definitionen sa foljer det att 0 + 2 i (4.2) vanstra mangd
ar
0+2={0+2,0+1|0+2,0+J}
={0+1]} (4.3)
Enligt definition foljer det nu att 0 + 1 i (4.3) vanstra mangd ar:
0+1={0+1,0+0|@+1,0+d}
={0[}=1 (4.4)
Inséttning av (4.4) i (4.3) ger oss:
0+2={1]}=2 (4.5)
Med insattning av (4.5) i (4.2) far vi:
1+2={2]}=3 (4.6)

Vi ser hér att det &r inga konstigheter for addition av surreella tal.

% Tendering, 2005, s.22.
39 Conway, 1977, s.5.
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Observera att nar vi utfor aritmetiska operationer pa den tomma méangden & sa

kommer inget hinda eftersom det finns inga element att utfora operationen pa.*

Innan vi berdr nasta sats sa ska vi titta pa definitionen for tva surreella tal som ar

identiska.

Definition 4: Om x och y ar tva surreella tal sa ar de identiska om alla element i den
vanstra och hégra méangden av x ar identiska med alla element i den vanstra och hogra

mangden av y:*
XSEYSVXLEXL:XLEYLA
VXREXR:XREYRA
VYLEYLIYLEXLA
V YR € YR : YR € Xg¥? 4.7
Sats 9: For ett surreellt tal x och elementet 0 sa ar
X+0=x" (4.8)
Bevis: Vi vet att { | } = 0. Da foljer det direkt fran definition 3 att:
X+0={XL+0,x+@|Xr+0,x+J}
={XL+0|Xr +0} 4.9

Nu foljer det att (4.9) ar sann om den ar sann for x foraldrar. Genom induktion vet vi

att (4.9) ar sann och da ar x + 0 = x. P& liknande sétt bevisas 0 + x = x.** O
Sats 10: Den kommutativa lagen galler for surreella tal:
X+y=y+x® (4.10)

Bevis: Nu foljer samma resonemang som for (4.9). Kommutativa lagen géller for x +y
om den galler for x och y foraldrar. Vi visade att 0 + x = x och x + 0 = x i férgaende sats

40 Tgndering, 2005, s.25.
41 Conway, 1977, ss.15-16.
42 Tgndering, 2005, s.15.
4 Conway, 1977, s.17.

4 Tgndering, 2005, s.31.
4 Conway, 1977, s.17.
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sa det foljer trivialt att 0 + x = x + 0. Alltsd maste den kommutativa lagen galla for

surreella tal . O

Sats 11: Den associativa lagen galler for surreella tal:
(x+y)+z=x+(y+2)"

Bevis: Enligt definition 3 sa blir vansterled:
x+y)tz={(x+y)+z,(x+y)+Z [ (X+y)R+7Z (X +Y) + Zr}
={Xet+y)+z, (x+Y) +z, (x+y) +ZL [ (Xr+Y) +Z, (X +YR) +Z, (X +Y) + Zr  (4.11)

Enligt defintion 3 blir hdgerled:
Xty +2)={Xe+(y+2), x+(+2)L|Xr+(y+2), x+(y+2)r}
=X+ (y+) x+ Yo+ ) x+(y+Z) [ Xr+(y+2), x+ (Yr+2), x+(y+Zr)} (412)

Om vi jamfor (4.11) och (4.12) sa ser vi att den associativa lagen galler for de
surreella talen x, y, och z, om lagen géller for deras foraldrar. Alltsa, om ett av talen
ersatts med 0 sa ar (4.11) och (4.12) identiska och den associativa lagen &r sann for de

surreella talen.*® O

5 Subtraktion

Definition 5: Om surreella talet x = {X. | Xr} sa ar dess invers
—x = { Xg | -X}* (5.1)
Sats 12: Med avseende pa addition s& har varje surreellt tal x en invers — x sadan att
X+ (—x) =0 (5.2)

Bevis: Vi behdver bevisa tva saker: att — x ar ett valformat surreellt tal och att x + (— x) =
0.

For att bevisa att — x ar ett valformat surreellt tal sa ska vi enligt definitionen bevisa:

46 Tgndering, 2005, s.31.
47 Conway, 1977, s.17.
8 Tgndering, 2005, s.31.
4 Conway, 1977, s.5.

%0 Conway, 1977, s.17.
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- Xr<-XL (5.3)

For att bevisa (4.14) &r sann sa kan vi bevisa att de surreella talen a och b har
forhallandet a <b & — b <— a, och sedan trivialt harleda atta<b & — b <—aoch — x
ar da ett valformat surreellt tal.

Enligt definition sa &r a < b ekvivalent med
~3a€Ar:b<aAn-7FBEBr:f<a (5.4)
och enligt definition sa ar —b < -a ér ekvivalent med
-3y€—Br:—-a<yA-3I5€-AL:6<-b (5.5)

Vi later a = — & och jamfor (4.15) vanstra halva med (4.16) hogra halva, och later
y = — B och jamfor (4.15) hogra halva med (4.16) vénstra halva sa ser vi att
a<b e —b<—aarsann om det ar sann for foraldrar till a och b. Pa liknade sétt kan vi
bevisaa <0 < 0 <-a ar sann for a foraldrar. Darmed, enligt induktion, har vi bevisat —

x ar ett valformat surreellt tal.

Vi vill nu bevisa att x + (— x) = 0. Vi gor antagandet att satsen stammer for x foraldrar

och vi vill bevisa detta. Enligt definition &r
X+ (=X) ={XL+ (%), X+ (= XR) | Xr + (= X), X + (= X)} (5.6)
Vi borjar med att undersoka X, + (—x) i (5.5):
XL+ (%) ={Xw + (= %), XL+ (= Xr) | Xir + (= X), XL + (= X1)} (5.7)

dar X &r unionen av vanstra méangden for alla element i den véanstra mangden av x, och
XLr @r unionen av vanstra méangden for alla element i den hégra mangden av x. Vi antog
att satsen ar sann for x foraldrar, detta medfor da att X, + (— X.) = 0. Alltsa ar ett av
elementen i den htgra méangden 0. Sa enligt sats 3, da vi sa att ett surrellt tal &r stérre an
alla element i vanstra mangden och mindre &n alla element av htgra méangden, sa maste
XL+ (=x)<0.

Nu tar vi en titt pa x + (- Xgr) i (5.5):
X+ (= Xr) = {Xe + (= Xg), X + (= XrR) | Xr + (= XR), X + (~ XrL)} (5.8)

dar Xrr &r unionen av hégra mangden for alla element i den hdgra méngden av x, och

XrL ar unionen av hoger a mangden for alla element i den vanstra mangden av x. Vi
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antog att satsen galler for x foraldrar, alltsa att Xg + (— Xg) = 0, och enligt sats 3 sa kan
dra slutsatsen att X + (— Xg) < 0.
Med samma resonemang kan vi visa att Xg + (— x) > 0 och x + (— X.) > 0. Alltsa kan vi

se att alla element i vanstra mangden av x + (— X) & mindre &n 0 och alla element i den

higra mangden &r storre 4n 0. Sa enligt definition maste x + (— x) = 0.%* O

6 Multiplikation

Definition 6: Produkten av tva surreella tal, x och y, anges som:
Xy = {XLy + XYL = XLYL, XrY + XYR — XRYR | XLy + XYR — XLYR, XrY + XYL — XrY. }*? (6.1)
Sats 13: For surreella tal sa ar
x0=0% (6.2)
Bevis: Vi vet att 0 = { | } sa enligt definition 6 far vi
X0 = {XL0 + x@ — X @, Xr0 + X@ — Xr@ | XL0 + x@ — X, &, Xr0 + xJ — XrD}

={I} (6.3)

Alltsa vanster och den hogra mangden ar tomma mangder. Vilket medfor att

x0 = 0. 0x = 0 kan bevisas pé liknande satt.>* O
Sats 14: For surreella tal s& ar
Ix=x>° (6.4)
Bevis: Vi vet att 1 = {0 | } sa enligt definition 6 far vi
X1 = {X1 + x0 - X0, Xrl + x@ — Xr@ | X1 + x@ — X, @, Xr1 + X0 — Xr0}
= {X.1| X1} (6.5)

Nu foljer det att (4.25) ar lika med x om det géller for x foraldrar. Genom induktion s&
ser vi att satsen ar sann om den ar sann for x = 0, vilket &r trivialt sann eftersom det var

vad vi visade i férgaende sats. Alltsa maste 1x = x. x1 = x kan bevisas pa liknande

51 Tgndering, 2005, ss.31-32.
52 Conway, 1977, s.5.

%3 Conway, 1977, s.19.

% Tgndering, 2005, s.37.

55 Conway, 1977, s.19.
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satt, %0 O

Sats 15: Den kommutativa lagen galler for surreella tal:
xy = yx>’ (6.6)

Bevis: Vad vi har sett i definitionen for multiplikation ar att den kommutativa lagen ar

sann, om den &r sann for x och y foraldrar. Alltsa, vi behdver visa att 0x = x0 och detta

foljer trivialt fran tidigare sats.>® O

7 Konvertering av reella till surreella tal

Vi har soker en funktion dar vi kan konvertera de reella talen R till de surreella talen S:
fR->S

Funktionen®® som avbildar reella tal till de surreella talen definieras som:

(A1} omx=0
fx—-1)|} om x &r ett heltal och x >0
S+ 1D} om x dr ett heltal och x <0
F@O=9""720 7 i , i
{f( 7 )| f( > )} om x kan skrivas som ett oreducerbar bréaktal >
\ dér i och; ar heltal, och j >0

Viserattomx=0sdarf(0)={|}=0,omx=1saarf(1)={f(0)|}={0|}=1,
omx=-1sdarf(-1)={|f(0)}={|0}=-1ochomx=—=shar
fE)={fCD T OF={-1[0}=—2

Funktionen behandlar dock inte alla rationella tal, endast braktal av formen %.60 Hur
ar det med talen § och m?

Om vi undersoker fallet da x = = sa borjar vi med att skriva en sekvens av dyadiska

Wl

. .1 " " - 1.0 " .
fraktioner i 5 vénstra méangd som narmar sig 3 fran vanster och en sekvens av dyadiska

% Tgndering, 2005, s.38.

57 Conway, 1977, s.19.

% Tgndering, 2005, s.38.

% Tandering betecknar denna funktion med §(x) och kallar denna funktion for “Dali funktion”.
80 Tgndering, 2005, s.24.

23



fraktioner i § hdgra mangd som narmar sig § fran hoger. Sjalvklart far inget element i
den vanstra mangden var storre an nagot element i den hogra mangden. Vi far:

1 1 5 21

1 3 1
el PRI It

For att verifiera vart pastaende sa vi vill berdkna 3x. Vi borjar med att berakna 2x.
Enligt definition far vi:

2Xx=X+X={XL+ X | Xr + X}
Och 3x ger oss:
3X = 2x + x = {XL + 2x, 2XL + X | Xr + 2%, 2Xr + X}

Da foljer det att varje element i den vanstra mangden i 3x ar ett positivt tal mindre &n

1 och varje element i den hogra méngden i 3x &r ett positivt tal storre an 1. Till exempel

om vi undersoker det forsta elementet i den hogra méngden i 3x, ndmligen SHX+Xsa

T 1 1 1 1 1., . " "
foljer det att: SHX+x>-+-+-=1 eftersom S arett element i den vanstra méngden

av x. Alltsd maste 3x = 1 vilket medfor att x = =.%1

Wl

Genom samma metod kan vi enkelt finna det surreella talet vars vérde ar n. Da
skriver vi vanstra méngden som en mangd av dyadiska fraktioner mindre &n r och hdgra
mangden som en mangd av endast dyadiska fraktioner som dr storre an m, dar inget
element i den vanstra mangden ar storre eller lika med nagot element i den hogra

mangden:

n‘{3 25 201 13 101 3217 }62
1" 8" 64’ """ ' 4’ 3271024 "7

8 Dag o

Talet winfordes av Cantor 1883 nér han presenterade konceptet transfinita tal som hade
syftet att bestamma storleken hos oandliga méangder. Talet var oandligt, men anda det
minsta talet som var storre an alla dndliga tal. Genom denna definition av @ sa kunde
ytterligare definitioner av transfinita tal skrivas: o+ 1, @+2, ..., 2w, ..., @?, ..., @°, ...

vilket gav ett odndliga antal o&ndliga tal. Om vi undersdker mangden alla heltal:

81 Tgndering, 2005, ss.42-43.
62 Tgndering, 2005, s.43.
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Z=1{1,2,3, ...} sakan vi anvanda denna méangd och skapa det surreella talet {Z | },
vilket &r ett valformat surreellt tal. Nu medfor det att vardet for {Z | } &r storre &n alla

dess heltal, sa vardet &r oandligt. Vi kan uttrycka det surreella talet som o= {Z | }.

Genom anvandningen av definitionen for subtraktion erhalls:
w—-1={Z-1o-0}={Z| v}

o —2={Z-2|lo-1}={Z| o- 1}

o —3={Z-3lo-2}={Z| o- 2}

I den vanstra mangden sa subtraherar vi talen 1, 2 och 3, fran mangden av alla heltal

men det som blir kvar &r fortfarande mangden av alla heltal.
Genom definitionen for addition erhalls:
wo+1={Z+1, 0o+0|}={w|}
0+2={Z+2, 0+1|}={w+1]|}
w+3={Z+3, 0+2|}={w+2]|}
ot o={Z+ o o0+tZ|}={w+Z|}

Eftersom w ar storre an alla heltal sa kan Z utelamnas i uttrycket. Men i det sista fallet
sa erhalls den vanstra mangden  + Z, vilket 4&r mangden utav alla viardena ... o — 3, @

-2, 0-1, 0 0+l 0ot+2 0t3,...

Genom definitionen for multiplikation kan vi berakna:
3w={20+ 7|}
do={3w+Z|}

& ={w 20 30,...|}
o’ ={w o, o, .. |}

Vi har dven talen:
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- o={|7}

Om vi undersoker ¢ = ivilket ar ett infinitesimalt tal som &r mindre &n det minsta

braktalet, sa far vi andra intressanta tal:

_ 11
8_{0|1a5a21

[ N

.

28:{8|1+8,%+8,%+8,%+8,...}

€

C={0[)®

Ve={e 2¢, 3¢, ... |1,

}64

N |-
R

1
'8

) 5 oo

9 Surreella tal ar ett verktyg inom spelteorin

Ett spel ar vilket tal som helst vilket &r definierat som
G ={G.|Gr}

dar elementen i médngden GL = {a, b, c, ...} representerar antal drag som en spelare kan
gora och elementen i méngden Gr = {d, e, f, ...} &r antal drag som en annan spelare kan
gora. Alltsa om i nagot spel sa kan den vénstra spelaren gora ett drag till nagot element i
den mangden G, fran startpunkten G och den hdgra spelaren kan gora ett drag till nagot
element i mangden Gr fran startpunkten G. Om den vénstra spelaren borjar och flyttar
till a da andras representationen av spelet tilla={A, B, C, ... | D, E, F, ...}. Dérefter
kan den hogra spelaren gora drag till ndgot element i den hdgra mangden och far da en
ny representation av spelet. Till exempel om hdgra spelaren gor drag till D sa erhalls en
ny representation av spelet: D ={a, £, 7, ... | 6, & ¢, ...}. Spelet &r 6ver nér en av
spelaren inte kan gora flera drag. Exempel om det &r vénstra spelarens tur att gora ett
drag fran positionen { | U, V, X, ...} si kan viinstra spelaren inte géra nigot drag och

hogra spelaren vinner.®®

Ett spel som surreella talen tillampas till ar spelet Bla-Rod Hackenbush. Bla-Rod
Hackenbush ar ett tva spelare spel: véanstra och hdger, dér en bild av noder som ar
forenade med linjesegment, kant till kant, med fargerna bla och rod. Bilden ar

63 Conway, 1976, ss.13-14.
8 Tandering, 2005, s.42.
8 Conway, 1976, ss.71-72.
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konstruerade sa att man kan félja noderna ned till “marken” av bilden, vilket &r den
streckade linjen langst ned i bilden. Vanster spelare gor sina drag genom att radera blaa
linjesegment och den hdger spelaren raderar réda linjesegment. Den spelare som inte

har nagra drag kvar forlorar.%®

2

) A

Figur 2. BlIa-Rod Hackenbush spel.
Kalla: Winning Ways for Your Mathematical Plays, Volume 1 (2001).

% Elwyn R. Berlekamp, John H. Conway, Richard K. Guy, Winning Ways for Your Mathematical Plays,
Volume 1, Wellesley, Massachusetts: A K Peters Ltd., 2001, s. 2.
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9.1 Enkla spel

Figur 3 visar de fyra enklaste Hackenbush spelen.

Figur 3. Fyra av de enklaste spelen.

Kélla: Winning Ways for Your Mathematical Plays, Volume 1 (2001).

| fallet dar det inte finns roda eller blaa linjesegment sa har ingen av spelarna nagot
drag att gora, vilket innebér att spelet &r { | } = 0. Detta kallas for slutspel. Om det
endast finns ett blatt linjesegment sa kan den vanster spelaren gora draget till 0, vilket
medfor att spelet & {0 | } = 1 och vénster spelaren vinner eftersom hdgern har inga roda
linjesegment att radera. Om hdger spelaren bérjar sa kommer vanster spelaren
automatiskt vinna eftersom hdger har inga rdda linjesegment att radera. Om det endast
finns ett rott linjesegment s kommer vénster spelaren inte ha nagot blatt linjesegment
att radera medan hoger kan radera ett rétt linjesegment och fa gora draget till 0. Alltsa ar
spelet { | 0} = — 1 och hdger vinner.6” Om det finns ett blatt och ett rétt linjesegment
som kommer frén samma nod s& &r spelet {— 1 | 1} = 0.5 Vi ser har att efter den andra
spelaren gor sitt drag sa kommer vi fa slutspel, viket medfor att den spelare som gor
forsta draget kommer alltid att férlora.®® Dess spel kallas for nollspel.™

Conway infor notationer om det finns vinnande strategi for vanster och hoger

spelaren. Dessa ar:

e G >0, det finns en vinnande strategi for den vanster spelaren
e G <0, det finns en vinnande strategi for den hdger spelaren
e G =0, den andra spelaren har en vinnande strategi

e G| 0 (G ér”luddig”), den forsta spelaren har en vinnande strategi.

67 Conway, 1977, s. 72.

8 Berlekamp, Conway och Guy, 2001, s. 17.
8 Berlekamp, Conway och Guy, 2001, s. 3.
70 Berlekamp, Conway och Guy, 2001, s. 6.
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Att ett tal ar luddigt innebér att spelet kan representeras som ett pseudo-tal. | Bla-Rad
Hackenbush spel s& kan existerar inga luddiga spel”, men i Hackenbush Hotchpotch
(Bla-R6d-Gron Hackenbush) sa kan luddiga spel existera. Skillnaden mellan BI3-Rod
Hackenbush och Hackenbush Hotchpotch sa existerar grona linjesegment som bada

spelare kan radera.”

10 Slutsats

| denna introduktion till de surreella talen far vi en idé om vad de surreella talen ar, men
vi har knappt skrapat ytan. Vi ber6r inte omradena som till exempel egenskaperna for
division mellan surreella tal, polynomekvationer med surreella koeficienter eller
surreella komplexa tal. Dessutom sa berdr vi valdigt lite om hur de surreella talen
tillampas till spelteorin. I Numbers and Games (1976) sa utforskar Conway dessa
omraden och i Winning Ways for Your Mathmatical Plays, Volume 1 (2001) sa gar
Berlekamp, Conway och Guy djupt in i spelteorin och hur man kan tillampa de surreella
talen till olika spel.

Idag sa anvands de surreella talen inom spelteorin, men det &r ett relativt nytt omrade
och i framtiden kan det visa sig att de surreella talen har flera anvandningsomraden.

1 Berlekamp, Conway och Guy, 2001, s. 29.
72 Berlekamp, Conway och Guy, 2001, s. 29-30.

29



11 Referenser
Bajnok, Bela, An Invitation to Abstract Mathematics, New York: Springer New York

Heidelberg Dordrecht London, 2013

Berlekamp, Conway & Guy, Winning Ways for Your Mathematical Plays, Volume 1,
Massachusetts: A K Peters Ltd., 2001

Bjorner, Anders, Boolesk Algebra och Booleska Funktioner, Tillganglig:
https://people.kth.se/~boij/5B1118/Material/Boole.pdf, 2010, (Hamtad: 2015-04-26)

Conway, John H., On Numbers and Games, London: Academic Press Inc. Ltd., 1976

Knuth, Donald, Surreal Numbers: How to ex-students turned on to pure mathematics

and found total happiness, Massachusetts: Addison-Wesley, 1974

Knuth, Donald, Surreal Numbers: How to ex-students turned on to pure mathematics
and found total happiness, Tillganglig: http://www-cs-
faculty.stanford.edu/~uno/sn.html, (Hdmtad: 2015-04-14)

Tendering, Class, Surreal Numbers — An Introduction, Tillgénglig:
http://www.tondering.dk/claus/sur16.pdf, 2013, (Hamtad 2015-04-14)

30



